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Funkcje 
trygonometryczne 


Mont Saint-Michel [czyt. ma sę miszel] w czasie odpływu. Podnoszenie się i opadanie poziomu 
oceanów jest zjawiskiem powtarzającym się okresowo. 


Omawiane w tym rozdziale funkcje trygonometryczne mogą stanowić model 
służący do opisu niektórych zjawisk powtarzających się okresowo. Na rysunku 
poniżej przedstawiono wykres jednej z funkcji trygonometrycznych — funkcji 
sinus. Wykres ten nazywamy sinusoidą. 


MultileZa 


e Odległość Ziemi od Słońca 
i Księżyca 


1. Funkcje trygonometryczne 9 Exus 


Odpowiedzi do zadań 


1. a) sina = 2, COS a = F, 
tga = $, ctga = $, 
sin 8 =$, cos B = é, 
e= n =F 
E _4 
b) sin a = 5, Cosa = 5, 
tga = $, ctga = $, 
sin 8 = $, cos 8 = é, 
tg8=3,cdgB=3 
c) sin a = $, Cosa = E, 
isa» ctga = #, 
dg 1 5 
sin $ = 33, cos b = 33, 
te8= E, asf = 5 
— A —_ 245 
d) sina = %, cosa = $2 
tga = 4, ctga = 2, 
sme = ŻE, esp = >, 
tgB=2, ctgB = 5 
2.a)6,8 b) 7, 24 
3. a) Ob = 25, 
sin a = E, cosa = $ 
b) Ob = 8 + 2V 10, 
sin a = AM (og = arw 


HA 10 1. Funkcje trygonometryczne 


Warto powtórzyć 


Funkcje trygonometryczne kąta ostrego w trójkącie prostokątnym 


Jeśli a jest kątem ostrym trójkąta prostokątnego, to B 
sinusem kąta a nazywamy stosunek długości przypro- 
stokątnej leżącej naprzeciwko tego kąta do długości c a 
przeciwprostokątnej. A 

ima = 

sin a == A b c 


Cosinus, tangens i cotangens kąta a definiujemy następująco: 


GÓS= © tga= £ ct a=? 
— e? g — p? 5 Rz 


Wartości funkcji trygonometycznych nie zależą od wielkości rozpatrywanego 


trójkąta, a jedynie od kąta a. 


Podane w tabeli wartości można wyzna- 


b : ah a Q 30° 45° 60° 
czyć, korzystając z poniższych rysunków. 

sina 5 e Ya 

1 

i BON 1 AAA > A 3 
Pa ga | 1 | y3 

A AM 

I ga | y3 1 | $ 


Podaj wartości funkcji trygonometrycznych kątów ostrych trójkąta pro- 
stokątnego o podanych przyprostokątnych. 


a) 3,4 b) 9, 12 c) 5, 12 d) 1, 2 


W trójkącie prostokątnym dana jest długość przeciwprostokątnej c oraz 
sinus kąta ostrego a. Oblicz długości przyprostokątnych. 


a) c=10,sna=$ b) c = 25, sina = 0,28 


W trójkącie prostokątnym dany jest tangens kąta ostrego a oraz długość 
boku a leżącego naprzeciwko kąta a. Oblicz obwód tego trójkąta. Wyznacz 
sina i cosa. 


a) tga = 2,4, a = 10 b) tga = į, a =2 


Uzasadnij, że między funkcjami trygonometrycznymi kąta ostrego a za- 
chodzi podana zależność. 


a) sin” a + cos? a= 1 


b) tga:ctga=1 e) l+tg? a= —— 
sina 2, 1 
c) wes COS a f) "POR Ar sin? a 


. a) W dowodzie jedynki trygonometrycznej korzystamy z twierdzenia Pitagorasa: 


G SIĘ = © 


AN Ms MENE ANO A A 
sin? a + cos* a (2) | (2) 7 Z 1 
=zaga a= 
b)tga:ctga=$:-=1 
Eme 0.0. eo 
c) cos a c'e b tga 
¡COSO 2407 a, 2 b = 
d) sin a c c a ctga 
n2 2 2 
2 sin” a cos* a-sin* a IL 
e) 1+t =14 = = — 
) Se |! cos? a cos* a COSs* a 
2 m2 2 1 
f) 1 loża N e a — sin: & + cos SBE z 
) SUS "sin? sin? a sin? a 


*1.1. Funkcje trygonometryczne 
dowolnego kąta 


Rozpatrujemy kąty umieszczone w układzie współrzędnych w ten sposób, że 
początek układu jest wierzchołkiem kąta, a jego ramię początkowe zawiera 
się w dodatniej półosi OX. Kąt jest odłożony od ramienia początkowego do 
końcowego w kierunku przeciwnym do ruchu wskazówek zegara oraz może 


przyjmować miarę od 0° do 360". 
Y 
330° 3 
O X 


kp. 


Niech P(x,y) będzie dowolnym punktem, różnym od początku układu współ- 
rzędnych, leżącym na ramieniu końcowym kąta ostrego a. Wtedy: 


ë — yY = Y 
sin a =P, tga == (14 0) 
—_ 2 _2 
cosa = >, ctga = 5 (y 40) 
gdzie r = |OP| = Va? + y? 
Ćwiczenie 1 


Do ramienia końcowego kąta a należy punkt P. Narysuj ten kąt i oblicz war- 
tości jego funkcji trygonometrycznych. 


a) P(4,3) b) P(2,3) c) P(v5,2) d) P(1,2y2) 
Podane powyżej wzory w klasie II posłużyły do zdefiniowania funkcji trygono- 
metrycznych kąta wypukłego a € (0%; 180%). Definicję tę możemy rozszerzyć 
na dowolny kąt a € (0°; 3607). 

Na rysunkach poniżej ramię końcowe kąta leży odpowiednio w II, III i IV 
ćwiartce układu współrzędnych. 


8E—— 
Q 

PY 

Q 

PAY 


O| 1 X O| 1 X 
242 


2, cosa = IE, 
— WB 
a = z 


Tr =3, sina = 


tga = az ctg 


r =3, sina = ŻĘ, cosa = 3, 


= — 2 
tg a = 2y2, 3.3 <a 


1.1. Funkcje trygonometryczne dowolnego kąta 11 Ez 


Uczeń: 

— zaznacza kąt w układzie 
współrzędnych, 

— oblicza wartości funkcji 
trygonometrycznych kąta, 
gdy dane są współrzędne 
punktu leżącego na jego 
końcowym ramieniu, 

— określa znaki wartości funkcji 
trygonometrycznych danego 
kąta, 

— oblicza wartości funkcji 
trygonometrycznych szcze- 
gólnych kątów, np.: 90°, 
120”, 135”, 225”, korzystając 
z definicji dowolnego kąta 

€ (0°; 360°), 

— określa położenie końcowego 
ramienia kąta na podstawie 
informacji o wartościach 
funkcji trygonometrycznych 
tego kąta, 

— oblicza wartości, w których 
występują funkcje trygono- 
metryczne kątów należących 
do przedziału (0°; 3607). 


Ćwiczenie 1 
a) Y 


1 

O 
= El 
tga = 
b) Y 

1 

O 
r=yl3, sina = 42, 
COS a = xm tga= i, 
ctga = 3 
Multiieka 


e Funkcje trygonometryczne kata 
w układzie współrzędnych (1) 

e Funkcje trygonometryczne kata 
w układzie współrzędnych (2) 

e Funkcje trygonometryczne kata 
w układzie współrzędnych (3) 
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Ćwiczenie 2 

A) re5, 

sin a = Ż, cosa = —ź, 
tga=-—3, ctga = -$ 

b) r = 10, 

sina = —ł, cosa = 5, 
tga = -4, ctga = —5 

c) r = v10, 

sin a = 2300 cosa = Li 
tga = 3, ctga = å 

d) r =2y10, 

sina =-340 cosą = — 40 


10 > 
tga=3, ctga = ¿4 


HA 12 1. Funkcje trygonometryczne 


Definicja 
Niech P(x,y) będzie dowolnym punktem, różnym od początku układu 
współrzędnych, leżącym na ramieniu końcowym kąta a € (0°; 360%). Wtedy: 


,  ctga= 4 (y70), 
gdzie r = |OP| = yx? + y?. 


sin a = 


cos a = 


318 318 


el 


Uwaga. Każdy ze stosunków: %, Z, +, £ zależy wyłącznie od położenia ramienia 


końcowego kąta, a nie zależy od wyboru punktu P. Nie określamy wartości funkcji 
tangens dla 90° i 270° oraz funkcji cotangens dla 0°, 180° i 360°. 


Przykład 1 
Do ramienia końcowego kąta a należy punkt P(3, —4). 
Oblicz wartości funkcji trygonometrycznych tego kąta. 


tga = # = —$, ctga = 2 = -į 
r=y3 + (-4)? = V25 =5 
sina = —$, cosa = ¿ 
Ćwiczenie 2 


Do ramienia końcowego kąta a należy punkt P. Przedstaw ten kąt na rysunku 

i oblicz wartości jego funkcji trygonometrycznych. 

a) P(-4,3) b) P(8, —6) c) P(-1,-3) d) P(—2, —6) 

Przykład 2 

Oblicz wartości funkcji trygonometrycznych kąta 210". 

Zauważmy, że 210” = 180° + 30°. Y4 

Rozpatrzmy trójkąt POA o kątach 30°, 60°, 

90° i boku |OP| = 1 (rysunek obok), wówczas: 
|AP| =}, |40| = £ z 30710 X 

Zatem punkt P należący do ramienia końco- 

V3 _1 


wego kąta 210° ma współrzędne (-$, -3), b 


2? 


a stąd: 

sin210” = —1, cos210=—©, tg210° = *$, ctg210° = v3 
Ćwiczenie 3 
Oblicz wartości funkcji trygonometrycznych kąta: a) 135%, b) 225%, e) 300°. 


Ćwiczenie 3 

a) sm 18 = waj = > 
te 135” = —1, ctg 135° = —1 

b) sin 225* =—, cos225* =—L, 
GAF = Lagar =i 


c) sin 300° = — %3, cos 300° = 4, 


tg 300” = —v3, ctg 300° = - % 


W zależności od tego, w której ćwiartce układu współrzędnych położone jest 
ramię końcowe kąta a, wartości: sina, cosa, tga i ctga są dodatnie lub 


ujemne. 
dla a € (90°; 180°) 4 dla a € (0%; 907) 
Z . sin a > 0 sin a > 0 z 
[D] Cwiczenie 4 saci coso 0 Cwiczenie 4 
Uzasadnij, ze: tga<0 tga > 0 Niech punkt P(x,y) leży na ra- 
ctga < 0 ctga>0 mieniu końcowym kąta a 


a) sina > 0 dla a € (07; 180°), 
b) cosa > 0 dla a € (0°; 90°) U (270°; 360°), 


sin a < 0 
c) tga > 0 dla a € (0;90*) U (180°; 270°), coa el 
tga>0 
d) ctga > 0 dla a € (0°; 90) U (180°; 270°). ctga>0 


Zadania 


1. Do ramienia końcowego kata a należy punkt P. Oblicz wartości funkcji 


trygonometrycznych tego kąta. 
a) P(6,12) b) P(-5—12) e) P(V3,-1) 
Uzasadnij, że jeśli punkt P(z,y) na- 
leży do okręgu jednostkowego o środ- 
ku O(0,0) oraz leży na ramieniu 
kąta a, to: z = cosa, y=sina. 


[D] 2. 


3. Na rysunku obok przedstawiono 
okrąg jednostkowy o środku O(0,0) 
, Pz. 


a) Podaj miarę kąta a,, do którego 


oraz zaznaczono punkty: Po,... 


dla a € (180°; 270”) 


d) P(=43,-1) 


Okrag o promieniu 1 nazywa- 
my okręgiem jednostkowym. 


dla a € (270°; 360°) 


> oraz r = y£? + y?. 
a) Dla a € (0°; 180”) mamy 


sina <0 

cos a > 0 y > 0, zatem sina = + > 0. 
wes” b) Dla a € (0°; 90°)U 
ctga<0 


u (270°; 360°) mamy z > 0, 
zatem cosa = > 0. 

c) Dla a € (0°; 90”) mamy 
x>0iy>0, zatem 

ao = E > (0 

dla a € (180°; 270”) mamy 
x<0iy< 0, zatem 
tga=2>0. 

d) Dla a € (0°; 90%) mamy 
x >0iy> 0, zatem 
ctga = 5 > 0; 

dla a € (180°; 270”) mamy 
x<0iy<O0, zatem 
ctga = 7 > 0. 


Odpowiedzi do zadań 


ramienia końcowego należy punkt 
P, dla i=0,1,...,7. 
b) Przerysuj ponizsza tabele do ze- 
szytu i ją uzupełnij. 


a 0° 45° 90° 135° | 180° | 225° | 270° | 315° 
sina | 0 Ya 1 Ya 0 Ya 1 o 
COS a l Y 0 Ya 1 v2 0 Ya 
tga 0 Jh X —1 0 |: x —1 
ctga x l 0 =i x 1 0 =] 


3. a) ago 0, ai 45, 
a2 = 90”, Q3 = 1885, 
Q4 = 180”, as = 225”, 
a6 = 270”, az = 315” 


1. a) sin a = 3, cosa = 75, 
tga = Y, ctga = 75 
b) sin a = — 5, cosa = — gz, 
tga = Y, ctga = 75 
c) sina = 3, cos a = A) 
tga = —*Ś, ctga = —Y3 
3602 d) sina = —1, cosa=-L, 
0 tga = Ë, ctga = VB 
i 2. r = 1 oraz sina = ?, 
stąd y = sina 
0 cos a = +, stąd x = cosa 
x 
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5. a) Pa(—4, Ż), 5 

m=, i) 

Ps(—1,0), 

>= 

P;s(-1,- Ź), 

Po(0, —1 > 

Profi, =); 

Pu (2, -3) 


6. a) è b) -3 c) 1+2 
i) = 

7.a) II b) IV c)M d) III 
a) Niech a — długość boku 
kwadratu, którego przekątną 
jest bok ośmiokąta. 
|AH| = |AB| =x 42 
x+|AH|+xz=2 
aya) =2 
p= p p2 y2 
Zatem |AH| = 2(V2 — 1). 


b) [OA] = V4 = 2V2, 
œ =X POA = 22,5°, 


sin a = 4422 8 8. 


tga=v2— 1, 


ctga = V2 + 1, 9. 


=4POC = 112,5", 
sin 6 = 4422 aia 


cos B = AŻ, 


ctg8 =—v2+1 


"mmm 14 1. Funkcje trygonometryczne 


Oblicz. 
a) sin? 315° + cos? 135° b) tg 135" — tg 225° c) sin 225? + cos? 315° 
a) Na okręgu jednostkowym o środku YA 
w początku układu współrzędnych Ps E NA 
zaznaczono dwanaście punktów wy- | z 

f 4 P; P (E 5) 
znaczonych przez ramiona końcowe 1153 
kątów, których miary sa wielokrot- = 
nościami 30” (rysunek obok). Podaj Pó Po(1,0) X 
współrzędne punktów: P4,..., Py. P, Pii 
b) Frectysuj poraza tabelę do ze- P; > Pio 
szytu i ją uzupełnij. 9 


a 30° 60° 120° 150° 210° 240° 300° 330° 
sin a - {3 y z -1 _ > sę =i 
cosa yY3 > => = ya — 43 >> i e 
tga zj v3 v3 E i V3 | -v3 | -$ 
v3 v3 v3 v3 
BA s| ¿lA a] vs | £ ios 
Oblicz. 
a) sin? 300” + cos? 150° c) cos 330” + tg 120” tg 330° 
) cos 120° J tg 150° d) cos? 150° tg 210° tg 135° 
sin? 330°  tg210° sin? 150°+ cos? 210° 


W której ćwiartce układu współrzędnych leży ramię końcowe kąta a, jeśli: 


a) sina>0 i cosa <0, c) sina <0 i tga>0, 
b)tga<0 i cosa>0, d) cosa <0 i sinacosa > 0? 
Punkt pel, 2) leży na ramieniu końcowym kąta 15°. Oblicz 
sin a i cosa, jeżeli: 
a) a = 165", b) a = 195", c) a = 345", d) a = 75°. 
A 

Ośmiokąt foremny umieszczono w ukła- C 7 Bx 
dzie współrzędnych tak jak na rysunku z 
obok. D A 

a X 
a) Oblicz długość boku tego ośmiokąta. O P(1,0) z 
b) Oblicz wartości funkcji trygonome- E H 
trycznych kąta POA oraz kata POC. T G 

Pl 

a) Pr (EL, AAL ginq = LL cosa = —YEtY2 
b) PEL, GZ), sina =-—%-L cosa = iż 
c) Pa (EL, 8), sina = — WZ, coso = LL 
d) Pa (EE, LR), sina = 44 cosa = AL 


*1.2. Kąt obrotu 


W życiu codziennym często 
spotykamy przykłady obrotów, 
np. obrót koła roweru, koła sa- 
mochodu czy obrót wskazówek 


zegara. 


Niech pólprosta OA pokrywa 
się z dodatnią półosią OX 
układu współrzędnych. Kątem 


obrotu AOB nazywamy kąt, o jaki należy obró- 
cić półprostą OA wokół punktu O, aby pokryła 
się ona z półprostą OB. Półprostą OA nazywamy 
ramieniem początkowym kąta obrotu, a półprostą 
OB — ramieniem końcowym. 


Uwaga. Zamiast „kąt obrotu” będziemy krótko mówić „kąt”. 


Przyjmujemy, że: 


"= 


dodatni 
kierunek 
obrotu 


Uczeń: 

— zaznacza w układzie współ- 
rzędnych położenie ramienia 
końcowego danego kąta a, 

— zapisuje miarę danego kąta 
w postaci k - 360° + a, k € Z, 

— wyznacza kąt, gdy dany 
jest punkt należący do jego 
końcowego ramienia, 

— bada, czy punkt należy do 
końcowego ramienia danego 
kąta, 

— oblicza wartości funkcji 
trygonometrycznych 
dowolnego kąta, gdy dana 
jest jego miara stopniowa, 


O X 
ujemny 

/ kierunek 
obrotu 


e dodatni kierunek obrotu jest kierunkiem przeciwnym do ruchu wskazówek 


zegara, 


„ ujemny kierunek obrotu jest kierunkiem zgodnym z ruchem wskazówek ze- 


gara. 


Półprosta OA po obrocie 
o 30 wokół punktu O po- 
kryje się z półprostą OA1. 


Półprosta OA po obrocie 
o 150° wokół punktu O po- 
kryje się z półprostą O Az. 


yY 


Półprosta OA po obrocie 
o 210° wokół punktu O po- 
kryje się z półprostą OA3. 


Półprosta OA po obrocie 
o —30” wokół punktu O po- 
kryje się z półprostą OB. 


PAY 


Półprosta OA po obrocie 
o —150” wokół punktu O po- 
kryje się z półprostą OBo. 


Półprosta OA po obrocie 
o —210” wokół punktu O po- 
kryje się z półprostą OB3. 


wyznacza kąt w podanym 
przedziale, gdy dana jest 
wartość jednej jego funkcji 
trygonometrycznej, 

— określa miarę kąta na 
podstawie informacji 
podanych w zadaniu. 
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Ćwiczenie 1 


390”, 750°, 1470”, —330°, 


—690”, —1050° 


Ćwiczenie 2 


Przykładowa odpowiedź: 


a) —280°, 440”, 800° 
b) —160”, 200”, 920° 
c) —410°, 310°, 670° 
d) —680°, 40°, 400° 


HA 16 1. Funkcje trygonometryczne 


Przykład 1 

Rozpatrzmy kąt AOB przedstawiony na rysunku obok. Pół- 
prosta OA pokryje się z półprostą OB nie tylko po obrocie 
wokół początku układu współrzędnych o kąt 45°, ale również 
po obrocie na przykład o kąty: 


360° + 45? = 405° (—1) - 360° + 45° = —315* 


2 - 360° + 45° = 765° (-2) - 360° + 45° = —675* 
Y Y 
X 
360° + 45° 2- 360° + 45° (—1) - 360° + 45° - 3607 + 45° 


Ogólnie, aby półprosta OA pokryła się z półprostą OB, pe obrócić ją 
wokół początku układu współrzędnych o kąt równy k : 360” + 45, gdzie k jest 
dowolną liczbą całkowitą. 


Katy o mierze k - 360? + 45°, gdzie k € Z, mają więc wspólne ramię końcowe. 


Ćwiczenie 1 Y 

O które z podanych kątów można obrócić półprostą OA, B 

aby pokryła się ona z półprostą OB (rysunek obok)? DES 
390°, 750%, 1100, 1470", —330*, —690°, —1050*, —1400° O AŻ 
Ćwiczenie 2 


Podaj przykłady trzech kątów, których ramię końcowe pokrywa się z ramie- 
niem końcowym kąta a. 


a) a = 80° b) a = 560° c) a = —50° d) a = —320° 
Przykład 2 

Zapisz miarę kąta w postaci k - 360° + a, gdzie a € (0°; 360°) oraz k € Z. 

a) 1400° = 3 - 360° + 320° c) —700° = —2 - 360° + 20° 

b) 730710' = 2 - 360° + 10710 d) —1080° = —3 - 360° + 0° 
Ćwiczenie 3 

Zapisz miarę kąta w postaci k - 360° + a, gdzie a € (0%360%) oraz k € Z. 

a) 850° c) —695* e) 1439730 g) —710°15' 
b) 1413° d) —3590° f) —1079°25' h) 630°20' 
Ćwiczenie 3 


a) 850° = 2. 360° + 130° 

b) 1413° = 3 - 360° + 333° 

c) —695° = —2. 360° + 25° 

d) —3590° = —10 - 360° + 10° 

e) 1439°30' = 3 - 360° + 359°30' 
f) —1079°25' = —3 - 360° + 0735 
g) —710%15' = —2 - 360° + 9745 
h) 630°20' = 1 - 360° + 270°20' 


Definicje funkcji trygonometrycznych podane w poprzednim temacie można 
uogólnić na dowolny kąt a + k « 360°, gdzie a € (0°; 360°) oraz k € Z. 


Dla kąta a + k : 360° takiego, że a € (0%; 3609) i k € Z, definiujemy: 
sin(a + k : 360%) = sina 
cos(a + k : 360°) = coso 
tg(a+k-360)=tga dla a 4 90 1 a 4 270° 
ctg(a + k - 360°) = ctga dla a 4 0° i a 1807 


Przykład 3 

Oblicz wartości funkcji trygonometrycznych kąta 420°. 
420” = 60° + 360°, zatem: 

sin 420° = sin 60° = 3 tg 420° = tg 60° = V3 


cos 420” = cos 60° = 3 ctg 420° = ctg 60° = Y 


Ramię końcowe kata 420° 
Przykład 4 pokrywa się z ramieniem 
a) sin 750° = sin(2 - 360° + 30°) = sin 30° = 5 końcowym kata 60”. 
b) tg(—1035*) = tg(—3 - 360° + 45%) = tg 45° = 1 
Ćwiczenie 4 
Oblicz. 
a) sin 405° c) sin 1110° e) tg 1500° g) cos(—690°) 
b) sin 780° d) tg 765° f) tg(—330°) h) cos(—1395°) 
Zadania 


1. Zaznacz w układzie współrzędnych położenie ramienia końcowego kąta a. 
a) a = 315° c) a = 570° e) a = —21307 
b) a = —120° d) a = —1305* f) a = 42607 

2. Zapisz w postaci a + k : 360”, gdzie k € Z, miary kątów, do których ra- 
mienia końcowego należy punkt P(1, —1). 

3. Półprosta OA po obrocie o kąt a pokryła się 
z półprostą OB (rysunek obok). Wyznacz ten 
kąt, jeśli wiadomo, że: 

a) a € (0°; 360°), c) a € (10807; 1440"), 
b) a € (3609;720%), d) a € (—1080*; —720"). 


Ćwiczenie 4 
a) sin 405° = sin(360” + 45°) = sin 45° = Y 


b) sin 780° = sin(2 - 360” + 60”) = sin 60° = Z 


) 

c) sin 1110? = sin(3 - 360” + 30°) = sin 30° = 3 

d) tg 765* = tg(2 - 360° + 45°) = tg45 = 1 
) 
) 


e) tg 1500” = sin(4 - 360” + 60”) = tg60 = v3 
E (BY 25 o | NE a. v3 
) tg(—330°) = tg(—360° + 30°) = tg 30° = % 


— 


g) cos(—690°) = cos(—2 - 360” + 30”) = cos 30° = © 


h) cos(—1395*) = cos(—4- 360° + 45°) = cos 45° = %2 


Odpowiedzi do zadań 


1.a 


) 
> 
ŚM 

) 


b 


© 
— 


— 
— 


y 


O 
P(1, -V3) 


2. 315 + k- 360°, gdzie k € Z 


3. a) a = 225° 
b) a = 585° 
c) a = 1305° 
d) a — —855* 
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11. 


12. 


. a) a = 60° 


b) a = 1140? 
c) a = —300° 


a) tak b) tak c) tak 
d) tak e) tak f) nie 


a=k-180,k€Z 
b) « = 90° + k - 180°, 
a ,kEZ 
d) a = 90° +k- 180°, 


kez 


keZ 


. a) 135° + 315° + 495° = 945° 


b) 60° + 240° + 420° = 720° 
W ciągu godziny wskazówka 
minutowa wykonuje pełny ob- 
rót, więc punkt na jej końcu 
przebędzie 27 - 10 cm. 

a) 207 cm = 62,8 cm 

b) 22 cm = 261,8 cm 

c) 4807 cm = 
d) 1752007 cm = 5,504 km 
lub 175 6807 cm = 5,519 km 
(w roku przestepnym) 


15 m 8 cm 


Wskazówka godzinowa poko- 
nuje 5 obrotu wskazówki mi- 
nutowej i stanowi 3 jej dłu- 
gości. Zatem punkt na końcu 
wskazówki godzinowej prze- 
bywa 2,25 cm, bo: 

3. 36 = 4 = 2,25 
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10. 


11. 


12. 


10. 


Do ramienia końcowego kąta a należy punkt P(3, 3V3). Wyznacz ten kąt, 
jeśli wiadomo, że: 
a) a € (0°; 360°), b)a€ 


(1080*; 1440"), c) a € (360%; 0°). 


Czy punkt P(-v3,1) należy do ramienia końcowego kata a? 


a) a = 150° c) a = 510° e) a = 2310" 

b) a = —210° d) a = —930° f) a = —1210° 
Oblicz. 

a) sin(—330°) e) cos 1140° i) tg(—720°) m) tg 495° 

b) cos(—6757) f) tg(—660") j) cos(—1080% n) cos855” 
c) sin 840° g) sin 810° k) sin 630° o) cos(—495°) 
d) tg(—300°) h) cos 900° 1) tg(—180°) p) ctg 750° 


. Wyznacz kąt a taki, że: 


a) sina = żŁ i a € (360°;450°), d) 


i œ € (1080°;1170°), e) 


tea=-—1 i 0 € (360°;540°), 


b) sina = tga= -8 i «a € (720°; 900°), 


2 
1 
2 
1 
2 


c) cosa = } i a € (720°;810°), f) tga= v3 i a € (—360°;—270°). 


Podaj, dla jakich kątów a: 


a) sina = 0, b) cosa = 0, c) tga = 0, d) ctga = 0. 


Oblicz sumę miar wszystkich kątów z przedziału (0°; 500°}, których ramię 
końcowe jest zawarte w wykresie funkcji f. 


a) f(x) =-x b) f(z) = v3z 


Czy wartość podanego wyrażenia jest liczbą całkowitą? 
cos 30° + cos 60° + cos 90° +... + cos 870° + cos 900° 


Wskazówka minutowa zegara ma długość 
10 cm. Oblicz, jaką drogę przebędzie punkt 
na końcu tej wskazówki w ciągu: 

a) godziny, b) 250 minut, c) doby, d) roku. 


Wskazówka godzinowa zegara jest o 25% krót- 
sza od wskazówki minutowej. Punkt na końcu 
wskazówki minutowej przebył drogę 36 cm. Ja- 
ką drogę w tym samym czasie przebył punkt 
na końcu wskazówki godzinowej tego zegara? 


cos 30° = cos 390° = cos 750° = Y 
cos 60° = cos 420° = cos 780” = 
cos 90° = cos 270” = cos 450° = cos A = cos810 =0 
cos 120” = cos 480” = cos 840” = -1 

cos 150” = cos 510” = cos 870° = =% 

cos 180° = cos 540° = cos 900° = —1 

cos 210° = cos 570° = Rz 
cos 240” = cos 600° = — 
cos 300” = cos 660” 
cos 330” = cos 690” 
cos 360” = cos 720” = 


SEGA 


OS 


II 


*1.3. Miara łukowa kąta 


Y Y y 
Mierzenie kata w stopniach, 
180? 90° minutach i sekundach wprowa- 
X O X O X  dzili starożytni Babilończycy. 
Używali oni sześćdziesiątkowe- 
go systemu zapisu liczb. 
Kąt pełny Kąt półpełny Kąt prosty 


Miarę kąta zwykle podajemy w stopniach. Gdy potrzebna jest większa do- 
kładność, posługujemy się minutami oraz sekundami. 


Aby podać miarę kąta, można, oprócz miary stopniowej, wykorzystać: 

= miarę łukową — jej jednostką jest 1 radian (kąt półpełny ma m radianów); 
a miarę gradusowa — jej jednostką jest 1 gradus będący = kąta pełnego 
(miara używana w geodezji); 

a tysiączne artyleryjskie — jej jednostką jest 1 tysiączna artyleryjska będąca 


11 . . . . po. 
oy Yadiana (miara używana w wojskowości). 


Rozpatrzmy okrąg o środku w wierzchołku kąta a. 
Miarą łukową kąta a nazywamy stosunek długości 
łuku l, wyznaczonego na okręgu przez ten kąt, do 
promienia r tego okręgu. 


długość łuku 1 


promień okręgu r 


Jednostką miary łukowej jest radian, w skrócie piszemy: rad. 


Miary łukowe kąta pełnego, półpełnego i prostego są równe: 


» kąt pełny: = = 27 [rad], Y 

e kąt półpełny: rów. = m [rad], an ` 5 _ 
1. .2rr X O X 

e kąt prosty: 4 = > [rad]. 

Ćwiczenie 1 

Podaj miarę łukową kąta AOB, jeśli: 

Al r=4, l=6 c) r= 5, 1=3 (rysunek obok), 

bjr=4 =d, d) r=, l=r. 


Uczeń: 

— zamienia miarę stopniową na 
miarę łukową i odwrotnie, 

— zapisuje miarę łukową danego 
kąta w postaci 2kr +q, k € Z, 

— oblicza wartości funkcji 
trygonometrycznych kątów 
o danej mierze łukowej. 


Ćwiczenie 1 
rad 
rad 
rad 


NI ajj NI WIW 
> 
H 
y 
a 


MultileZa 


e Jednostki miar kątów 
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Zauważmy, że miara łukowa kąta nie zależy od dłu- Y 


gości promienia okręgu, gdyż i = = (rysunek obok). 
Zatem wygodnie jest posługiwać się okręgiem jednost- 
kowym. Wówczas: O 


Komentarz 
Równość miary łukowej kąta Miara łukowa kąta jest równa długości łuku, jaki ramiona tego kąta wy- 


i długości łuku dotyczy wartości znaczają na okręgu jednostkowym o środku w wierzchołku kąta. 
liczbowych, a nie mianowanych. 


Kąt ma miarę 1 radiana (1 rad), jeśli łuk wyznaczony przez ten kąt na 
okręgu jednostkowym ma długość 1. 


Kąt pełny ma miarę łukową 27 radianów, zatem: > a 
cl 
__ 360° _ 180” _ 5 01 QI / 
1 rad = 2% — 1807 a 57,8 = 57018 ; dów 
natomiast: y 
o_ 2r — T N 7 
1 36 rad si rad ula 


Uwaga. Kiedy podajemy miarę łukową kata, zwyczajowo pomijamy nazwę jednostki. 
Zamiast: „kąt o mierze 2m radianów, $ radianów czy 3 radianów” mówimy krótko: 


"2 
„kąt o mierze 27, 5, 3”. 


Przykład 1 Aby wyznaczyć miarę łukową kata 120”, 
a) Podaj miarę łukową kąta 120°. możemy również skorzystać z proporcji: 
120° s 
$— o, m _2 3605 T 27 
120 = 120 a 1805 — gw ¿sita MW 2, 
b) Podaj miarę łukową kąta 1140". sd 7 
1140? = 1080?” + 60° = 3 - 360° + 3 - 180° =3-27 + 5 T= 637 
Ćwiczenie 2 Ćwiczenie 2 
a) b) 4 e) gr Podaj miarę łukową kąta. 
o ll 
BARZE a) 30 b) 45° c) 72 d) 780° e) 11°15’ 
e) 1 -45 = 75 
Ćwiczenie 3 Ćwiczenie 3 
a) 15” b) 150° e) 144” Podaj miarę kąta w stopniach. 
d) 342° e) 336" a) 57 b) gm c) fr d) Er e) gm 


W radianach będziemy również wyrażać miarę kąta obrotu. Niech ay i a będą 
miarami tego samego kąta wyrażonymi odpowiednio w stopniach i w radia- 
nach, przy czym a, € (0°; 360°). Dla dowolnej liczby k € Z zamiast k-360”+a1 
możemy pisać 2kr + a. 
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Przykład 2 
a) Oblicz cos r. 


Wartości funkcji trygonometrycznych kąta a 
i kąta a + Żkm, gdzie k € Z, są równe. 


9 1 1 1 o x2 
COS 1T = cos 237 = cos(27 + ir) = cos 17 = cos 49° = 


2 
b) Oblicz tg(—#7). 


tg(-H r) = tg(—4n + zn) tg zn tg 60° V3 
Ćwiczenie 4 |z|] z 
Przerysuj do zeszytu przedstawioną obok tabelęi ją i 4 > 
uzupełnij, a następnie oblicz: sna | 3 = sj 
a) sin Zm, d) sin Tr, g) cos(-Fr), GZ = = 3 
b) tg Ër, e) sin(—4m), h) cos(—¿7), taj E | 1 | v3 
c) tg Hr, f) cos(—¿m), i) sin(— 2r). ctga v3| 1 4 
Zadania 
1. Przerysuj poniższą tabelę do zeszytu i ją uzupełnij. 
Miara kąta [°] 5° | 10° | 22°30 | 36° | 54° | 11230 | 210° | 225° | 315° | 330° 
Miara kata [rad] | 35 | 3| 8 |5|%6) 6 | F77 4 |76 


2. Na rysunku poniżej przedstawiono dwie miary kątów: stopniową i łukową. 


Przerysuj go do zeszytu i uzupełnij puste miejsca. 


0 0 © © w 
© $ © » 0 


b) 0° 157 30 45° 60° 90° 105° 
" O + © © ; 


3. Podaj miarę łukową kąta. 


0° 60° 120° 


a) 20° b) 315° c) 765° d) —420° e) —1100° 
4. Podaj miarę kąta w stopniach. 
a) jm b) zr c) Ér d) —fm e) -Ër 
5. Oblicz. 
a) sin ĉr b) cos Zm c) cos TT d) te(-3T) e) sin(— Fr) 
a = 2 
b) cos (7 + 2m) = 5 
c) cos (Z +47) = 2 
d) tg (3 — 21) = v3 
2 


Ćwiczenie 4 

a) sin Za = sin Z = Ż 
dig — TE — 48 

b) tg gT=ltgę = 

c) tgzm=tgz=V3 


f) cos(-Żn) = cos Z = 0 
g) cos (- Er) = cos 7 = = 
h) cos (—# m) = cos $ = z 
i) sin (— 327) = sin 7 = > 


Odpowiedzi do zadań 
3. a) gr b) Im 


c) an > —3T 


= 

4. a) 135° b) 105° 
c) 320° d) —405° 
e) —780° 
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Uczeń: 

— odczytuje okres podstawowy 
funkcji z jej wykresu, 

— szkicuje wykres funkcji 
okresowej, 

— stosuje okresowość funkcji 
do wyznaczania jej wartości. 


Ćwiczenie 1 
Okres podstawowy: T = 2, 
f(100) = 2, f(1005) = 5 


MultileZa 


Zjawiska okresowe w przyrodzie 
— przypływy i odpływy morza 
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*1.4. Funkcje okresowe 


Na zdjęciach powyżej przedstawiono kolejne fazy Księżyca: od pełni do nowiu. Pełny cykl 
zmian faz Księżyca trwa średnio 29 i pół doby. 


pełnia 
100% 


nów 
e 29,5 59 88,5 czas [doby] 


Na schematycznym wykresie powyżej pokazano, jaki procent tarczy Księżyca jest widoczny 
z Ziemi w kolejnych dniach cyklu. 


Definicja 
Funkcję f określoną na zbiorze D nazywamy okresową, jeśli istnieje liczba 
T 4 0 taka, ze dla każdego argumentu x € Di dowolnej liczby całkowitej k: 
c+kT € D oraz f(x + kT) = f(x) 


Liczbę T nazywamy okresem funkcji. 


Na rysunku poniżej przedstawiono wykres funkcji okresowej. Jej dziedziną jest 
zbiór liczb rzeczywistych. Okresem tej funkcji jest dowolna liczba całkowita 
różna od zera. Liczba 1 jest najmniejszym 
okresem dodatnim tej funkcji. 


Najmniejszy okres dodatni funkcji (jeśli 
istnieje) nazywany jest okresem podsta- 
wowym albo zasadniczym. 


Zwróć uwagę, że jeśli T jest okresem funkcji f, to każda liczba k-T', gdzie k jest liczbą 
całkowitą różną od zera, też jest okresem tej funkcji. 


Ćwiczenie 1 Y 
Na rysunku obok przedstawiono wykres funkcji Pi 


okresowej f: R > R. Podaj okres podstawowy 
tej funkcji oraz wartości f(100) i f(1003). 


Przykład 1 

Na rysunku obok przedstawiono wykres funk- 
cji okresowej f: R — R o okresie podstawo- 
wym T = 5. Oblicz f(101) i f(—96). 


f(101) = /(20-5+1)=/f(1)=3 O| 1 X 
Dla funkcji f mamy: 
f(—96) = f(—20 -5+ 4) = f(4)=1 f(z) = f(1+5) = f(1+2-5) = 
Ćwiczenie 2 Ćwiczenie 2 
Na rysunku przedstawiono wykres funkcji okresowej f: R + R. Odczytaj a) Okres podstawowy: E =2, 
z wykresu okres podstawowy tej funkcji. Oblicz f(—11), f(803) i f(103). KEM=T f(804) = 4, 
a) b) f(103)=1 
b) Okres podstawowy: T = 4, 
f f(—11) = 1, f (805) 
TE GF (103) =-1 
o o Q i | X 


Zadania 
Odpowiedzi do zadań 
1. Na rysunku przedstawiono wykres funkcji okresowej f: R — R o okresie T. 1.a) f a = > CH= 3; 
Oblicz f(33), f(42) i f(—48). JERB)= 
a) T=4 A o-a I= 


EJ 2. Uzasadnij, że funkcja stała f(x) = c dla każdego x € R. jest funkcją okre- 2. Niech T 4 0 będzie dowolną 


sową, ale nie istnieje dla niej okres podstawowy. liczbą i k € Z. 


Wtedy: 
3. Na rysunku przedstawiono fragment wykresu funkcji okresowej f: R > R fx + kT) = c= f(x) 
o okresie T = 4. Naszkicuj wykres tej funkcji dla z € (—6; 10). dla dowolnego z € R. 
Zatem funkcja f jest okreso- 
a) M b) YA wa, a jej okresem jest kazda 


liczba rzeczywista. 

Nie ma najmniejszej liczby 
dodatniej, więc funkcja ta nie 
ma okresu podstawowego. 


3. a) c) 


ZLECA 
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4. a) 


=. SUR 
> 


6. a) f(x) = 1 dla z = 2k + 1, 
keZ 
Zatem 1 +3+... +19 = 100. 
b) f(x) = 4 dla z = 4k, k€ Z 
Zatem: 
0+4+... +400 = 
=4(1+2+...+ 100) = 
= 20200 
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8. Naszkicuj schematyczny wykres przed- 


de 


8. 


Naszkicuj wykres funkcji okresowej f o okresie T = 2, jeśli wiadomo, że 
w przedziale (—1; 1) pokrywa się on z wykresem funkcji g. 
a) g(aj=|a|  b)gx)=x c) g(z)=1- x° d) g(x) = x? — 2x 


. Naszkicuj wykres funkcji okresowej f o okresie T = 4, jeśli wiadomo, że 


pokrywa się on z wykresem funkcji g(x) = |x — 1| — 2 w przedziale: 
a) (—1;3), b) (0;4), c) (-2;2), d) (+40). 


Na rysunku przedstawiono wy- ; Y 
kres funkcji okresowej f: R — R e l 
o okresie T = 4. 

a) Oblicz sumę wszystkich roz- 
wiązań równania f(x) = 1 nale- 
żących do przedziału (0; 20). 


b) Oblicz sumę wszystkich rozwiązań równania f(x) = 4 należących do 
przedziału (0; 400). 


Niech [x] oznacza największą liczbę całkowitą nie większą od r. Naszkicuj 
wykres funkcji f(x) = z — [z] i podaj jej okres podstawowy. 


Czy wiesz, że... 

Sygnały świetlne wysyłane przez latarnie morskie powtarzają się okresowo. 
Charakterystyka światła wysyłanego przez latarnię morską w Gąskach koło 
Mielna: światło — 2,5 s, przerwa — 1,2 s, światło — 2,5 s, przerwa — 1,2 s, 
światło — 6,4 s, przerwa — 1,2 s (okres — 15 s). 

A 


1 


0 15 30 czas [s] 
Wartość 1 odpowiada światłu, 0 odpowiada przerwie. 


stawiający charakterystykę światła wy- 
syłanego przez latarnię morską: 

a) w Helu: światło — 5 s, przerwa — 5 s 
(okres wynosi 10 s), 

b) w Krynicy Morskiej: światło — 2 s, 
przerwa — 2 s, światło — 2 s, przerwa — 
6 s (okres wynosi 12 s). 


Latarnia morska w Gąskach 


ZIZAL LIR 
a) A 

O. 5 10 è ë 20 aij 
o = = A o 


*1.5. Wykresy funkcji sinus i cosinus 


Funkcje trygonometryczne możemy traktować jako funkcje zmiennej z, gdzie 
x jest dowolną liczbą rzeczywistą będącą miarą pewnego kąta wyrażoną 
w radianach. Wówczas dla każdego x € R mamy: sin(x + 2m) = sinz oraz 
cos(x + 21) = cos x. Zatem sinus i cosinus są funkcjami okresowymi o okresie 
T = 2m. Można wykazać, że jest to ich okres podstawowy. 


Dla każdego x € R: sin(x + 2km) = sin z, gdzie k € Z. 
Dla każdego x € R: cos(x + 2kq) = cos x, gdzie k € Z. 


E Wykres funkcji sinus 


W tabeli podano wartości funkcji f(x) = sina dla wybranych argumentów 
z przedziału (0; 277). 


1 1 1 1 2 3 5 7 5 4 3 5 7 11 
Z 0 6T | 4T | 3T | 5T | 3T | 40 | GT | T aT | 47 | 3T | 5% | gT | 47 | GT 277 
i 1 [x2] v3 | v2 | 1 1 |_v2|_v3 Y3|_v2) _1 
sing 0 2 2 2 1 2 2 2 0 2 2 2 1 2 2 210 


Na rysunku przedstawiono wykres funkcji f(x) = sin x dla z € (0; 27). 
Przybliżone wartości funkcji sinus dla Y 
innych argumentów niż podane w ta- 


1 
2 
beli możemy obliczyć, korzystając 5 


z kalkulatora, lub odczytać z tablic 3) 


wartości funkcji trygonometrycznych. 


Aby otrzymać wykres funkcji f(x) = sinz dla x € R, możemy skorzystać 
z okresowości tej funkcji. Wykres funkcji sinus nazywamy sinusoidą. 


Wybrane własności funkcji f(x) = sin z: 
e Dziedziną funkcji f jest zbiór liczb rzeczywistych. 


e Zbiorem wartości funkcji f jest przedział (—1; 1). 

e Funkcja f jest funkcją okresową o okresie podstawowym T = 2r. 

e Funkcja f wartość 0 przyjmuje dla x = kr, gdzie k € Z. 

e Funkcja f wartość największą 1 przyjmuje dla z = 5 + 2krr, gdzie k € Z. 
37 


e Funkcja f wartość najmniejszą —1 przyjmuje dla z = + + 2krr, gdzie k € Z. 


Uczeń: 

— szkicuje wykresy funkcji sinus 
i cosinus w danym przedziale, 

— określa własności funkcji 
sinus i cosinus w danym prze- 
dziale, 

— odczytuje z wykresów funkcji 
sinus i cosinus argumenty, dla 
których funkcja przyjmuje 
daną wartość, 

— korzystając z wykresów 
funkcji sinus i cosinus, podaje 
liczbę rozwiązań równania 
SIA = (ih, CONE = M 
w zależności od parametru m. 


Multiteka 


e Jak brzmi sinusoida? 

e Wykres funkcji sinus 

e Wykres funkcji cosinus 

e Ruch po okręgu a sinusoida (1) 
e Ruch po okręgu a sinusoida (2) 
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Ćwiczenie 1 
a) sin(—75°) = — sin 75° = 
= pana 
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Środkiem symetrii wykresu funkcji f (x) = sin z jest każdy punkt o współrzęd- 
nych (km,0), gdzie k € Z. W szczególności jest nim punkt O(0, 0) — prawdziwa 
jest więc poniższa własność. 


Dla każdego x € R: 


sin(—x) = — sin x 
Ćwiczenie 1 
a) Podaj wartość sin(—75"), jeśli wiadomo, że sin 75° = AZ, 


b) Podaj wartość sin 15°, jeśli wiadomo, że sin(—15%) = 2, 

Osią symetrii wykresu funkcji f(x) = sin z jest każda prosta pionowa określona 
równaniem z = 5 + km, gdzie k € Z. 

W szczególności jest nią prosta £ = 5, ya 
prawdziwa jest więc poniższa własność. 


Dla każdego z € R: 


sin(m — x) = sin x 


Przykład 1 
a) Podaj te argumenty z € (0;2m), dla "| 
których funkcja f(x) = sin z przyjmuje 
wartość 5. 


Z wykresu funkcji f(x) = sina odczy- 


tujemy, że równość sin z = 5 zachodzi 
dla x = 5 oraz dla z = r= 5 = gm. 


b) Podaj te argumenty z € (0; 2r), dla których funkcja f(x) = sin z przyjmuje 
wartość — 3. 


Y 
Z wykresu funkcji f(x) = sina odczy- 1 
tujemy, że równość sin z = — 4 zachodzi Hz 
dla z = 1 + Ẹ = gm oraz dla 4 
=: m. Al == b 
Ćwiczenie 2 


Podaj te argumenty z € (0; 2m), dla których funkcja f(x) = sin £ przyjmuje 
wartość: 


a) 2 b) — 2 c) 2 d) — 2. 


29 2 2) 


Ćwiczenie 2 
a) z = 5 lub 2 = 43 


oa lb Es 
d) x = Ž lub z = 4 


E Wykres funkcji cosinus 


Ćwiczenie 3 
Przerysuj poniższą tabelę do zeszytu i ją uzupełnij. 


1 1 1 1 2 3 5 T 5 4 3 5 7 11 

T 0 6” q" 37 21 31 41 6" T U 41 31 21 31 41 6 " 21 
vs|y2| 1 1|_v2|_v3 y8|_v2|_1 1 |v2| v3 

COST 1 2 2 2 0 2 2 2 1 2 2 2 0 2 2 2 1 


Aby otrzymać wykres funkcji f(x) = cosx dla z € R, możemy skorzystać 
z tego, że jest to funkcja okresowa o okresie podstawowym T = 2n. 
Wykres funkcji cosinus nazywamy cosinusoidą. 


Dziedziną funkcji f(x) = cosz jest zbiór liczb rzeczywistych, a jej zbiorem 
wartości jest przedział (—1; 1). 


Ćwiczenie 4 
Dla jakich x € R funkcja f(x) = cos x przyjmuje wartość: a) 1, b) 0, c) —1? 


Oś OY jest osią symetrii wykresu funkcji f(x) = cos z, prawdziwa jest więc 
poniższa własność. 


Dla każdego x € R: 


cos(—1) = cos x 


Ćwiczenie 5 

Podaj równania prostych, które są osiami symetrii wykresu funkcji y = cosz, 
oraz współrzędne punktów, które są środkami symetrii tego wykresu. 
Przykład 2 

Podaj te argumenty x € (—2m; 27), dla których funkcja f(x) = cosx przyj- 
muje wartość 3. 


Z wykresu odczytujemy, że cosa = 3 dla x € [—¿m,-—2,%, Žr}. 


Ćwiczenie 4 

a) cosx = 1 dla z = 2kr, k € Z 
b) cosx = 0 dla x = 5 + km, 
kez 

c) cosx = —1 dla z = r +2kr, 
keZ 


Ćwiczenie 5 

Osie symetrii: x = kr, k € Z 
Środki symetrii: (3 + kn, 0), 
keZ 


1.5 Wykresy funkcji sinus i cosinus 27 Em 


Ćwiczenie 6 
137 lir e dac Fir 
a) 6? GA BY BY GA 


b) fm das 57 Ör fm 


6? 6? [AA SR 
177 
6 
c) 9r TT A m Ar 99m 
AO) 4t? Ar Al Ata 
d) llr 5T 3n 3n 57 
479 4a AP A?! 4A? 


Odpowiedzi do zadań 
1.a)3 b)5 c)5 d) 10 


b) 37,5, 5, ża 
d) = Lo 37 
3. a) (==) (0; m) 
b) (—2m;— 7), (—53 2)» 
(7; 2m) 
a o 
4. a) (1-5), (32) 
(37; 3) 
b) (7,0), (7; 27) 
c) (0; m), (27; 3) 
5. a) 0 dla 


m € (—00; —1) U (1; 00), 
2 dla m € (=1, 1), 
4 dla m € (—1;0) U (0; 1), 
5 dla m = 0 
b) 0 dla 
m € (—00; —1) U (1; 00), 
2 dla m € (-1, 1}, 
3 dla m =0, 
4 dla m € (—1;0) U (0; 1) 
c) 0 dla 
m € (—00; —1) U (1;00), 
2 dla m = —1, 
sidla m =h 
4 dla m € (-1;1) 
d) 0 dla 
m € (—00; —1) U (1;00), 
1 dla m = —1, 
2 dla m = 1, 
4 dla m € (—1;1) 

6. a) 157 b) 0 
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Ćwiczenie 6 
Podaj te argumenty xz € (—3m;31n), dla których funkcja f(x) = cosx przyj- 
muje wartość: 


a) E b) — Ź, c) Y, d) — 


2 2 2 


ol 


Zadania 


1. Ile miejsc zerowych ma funkcja f(x) = sin x w podanym przedziale? 


a) (0; 27) b) (—2m; 2m) c) (0;5m) d) (0;32) 
2. Podaj miejsca zerowe funkcji f(x) = cos x należące do przedziału: 
a) (0;2m), b)j(-2m2m0, œ) (=5m; 37) d) (73 7) 


3. Naszkicuj wykres funkcji f(x) = sing dla z € (—2r; 27r}. Korzystając 
z wykresu, podaj przedziały, w których funkcja f: 


a) przyjmuje wartości dodatnie, b) rośnie, c) maleje. 


4. Naszkicuj wykres funkcji f(x) = cos x dla x € (—n;3m). Korzystając z wy- 
kresu, podaj przedziały, w których funkcja f: 


a) przyjmuje wartości ujemne, b) rośnie, c) maleje. 


5. Ile rozwiązań w podanym przedziale ma poniższe równanie w zależności 
od parametru m? 


a) sin z = m, (0;47) c) cosx = m, (0;4m) 


b) sing = m, (-1; 37) d) cosx = m, (—1;37) 


6. Oblicz sumę wszystkich rozwiązań równania: 
a) sin z = 0,7, które należą do przedziału (0; 67), 


b) cosa = 3, które należą do przedziału (—47; 47). 


7. Objaśnij sposób otrzymywania sinusoidy, korzystając z rysunku (kątowi z 
odpowiada punkt P na okręgu o promieniu 1). 


7. Niech Po(1, 0), O(0,0). 
x jest miarą łukową kata POP, więc sin x = y. 
W ten sposób otrzymujemy punkty (z, sin x), czyli punkty sinusoidy. 


Funkcje parzyste i funkcje nieparzyste 


Funkcję f: D — R nazywamy parzysta wte- 
dy i tylko wtedy, gdy dla każdej liczby x € D 
liczba —x również należy do dziedziny funk- 
cji f oraz zachodzi równość: 

f-2) = f(2) 
Wykres funkcji parzystej jest symetryczny względem osi OY. 


Funkcja f(x) = cos z, określona dla 
x E R, jest parzysta. 


Funkcję f: D —R nazywamy nieparzystą 
wtedy i tylko wtedy, gdy dla każdej liczby 


x € D liczba —x również należy do dziedziny 

funkcji f oraz zachodzi równość: 
fx) = -f (x) 

Wykres funkcji nieparzystej jest symetryczny względem punktu O(0,0). 


Funkcja f(x) = sin z, określona dla 
x E R, jest nieparzysta. 


Przykład 
Zbadaj parzystość funkcji f. 
a) f(x) =x sine 
Dziedziną funkcji f jest zbiór D = R, zatem dla każdego x € D również 
=x E D. 

Hex) = ay? sin(—z) = —a* - (— sin z) = 
Zatem funkcja f jest parzysta. 

__ sing 
b) f2) = 
Dziedziną funkcji f jest zbiór D = R \ {5 + ka: k € Z}, zatem dla każdego 
x € D również —x € D. 


f( 5) __ sin(—-2) _ -sing _ fa) 


cos(—x) cos © 


a” -sing = f(x) 


Zatem funkcja f jest nieparzysta. 
cosz — 1 
e) fía) = 52 
Dziedziną funkcji f jest zbiór D = R \ {—1}. Zauważ, ze 1 € D, ale —1 ¢ D, 
zatem funkcja f nie jest ani funkcją parzystą, ani funkcją nieparzystą. 


1. Zbadaj parzystość funkcji f. 


a) f(x) = —sinz e) fía)=xsinz+1 i) f(x) =-(cosz +1) 
b) Fix) =sinecose f) f(z)=«'sinu j) f(x) = zx — cos z 
c) f(x) = sin?’ zx g) f(x) = xsin? z k) f(x) = z? sin? z + cos x 
d) f(x) = —| sin z| h) f(x) =-a?costx 1) f(x) = x? coszx + sinz 
k) D=R 
Hex) = (—x)° sin? (—x) + cos(—x) = x? sin? x + cosz = f(x), funkcja parzysta 
|) D=R 


f(-2) = (=0)? cos(— z) + sin(—w) = a? cos z — sin z, funkcja nie jest ani parzysta, 
ani nieparzysta 


Odpowiedzi do zadań 
1.a)D=R 


F(=x) sin(—z) = sin z = 
= — f(x), funkcja nieparzysta 
D=R 

z) =sin(—x) : cos(—x) = 
= — sin z - cosz = — f (x), 


funkcja nieparzysta 
c)D=R 
(=0) =sh (=) == 


— 


= f(x), funkcja parzysta 


f(-a) = -|sin(-2)| = 

= —|sin z| = f(x), funkcja 
parzysta 

e) D=R 


f(-x) xsin(—x) +1 = 
= xsin z + 1 = f(x), funkcja 


parzysta 

f)D=R 

f(-2) = (-2)? - sn(-z) = 
=-fgrsinz =- f(T), 
funkcja nieparzysta 
g)D=R 

f(-2) = (-2) - sin? (=x) = 
= wem 2 = =j/(0)| 
funkcja nieparzysta 
h)D=R 


f(-2) = -(-2)?:cos*(-z) = 
= -g cos? z = f(x), 

funkcja parzysta 

i) D =R \ {0} 

f(=x) = 5 (cos(-2) + 1) = 
= —1(cosz + 1) = — f(z), 
funkcja nieparzysta 


j) D=R 


f(-x) = —c — cos(—z) = 


= —g — cos zx, funkcja nie jest 


ani parzysta, ani nieparzysta 
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ok *1.6. Wykresy funkcji tangens i cotangens 


— szkicuje wykresy funkcji 
tangens i cotangens w danym 


przedziale, El Cwiczenie 1 
s BIE Uzasadnij, korzystaj ku obok, 7 Y 
— określa własności funkcji zasadnuj, KOrzyStajgc Z TysunKu ODOK, ze 
tangens i cotangens w danym liczba m jest okresem funkcji y = tgx oraz P(zo, yo) 
przedziale, funkcji y = ctg z. TENT > 
— odczytuje z wykresów O X 
funkcji tangens i cotangens Można wykazać, że m jest okresem podstawo- Pi (zo, —%0) 
rozwiązania równania wym funkcji tangens i cotangens. 


tgx =a, ctgr=a 
w podanym przedziale. 


Dla z E€ R\ {3 + kn: k € Z}: tg(x+ nn) = tgz, gdzie n € Z. 


Ćwiczenie 1 

tgz = Ye Dla z e Ryfka: k € Z): ctg(z + nn) = ctg z, gdzie n € Z. 
tela + r) = => = z Zer 

Zatem liczba m jest okresem E Wykres funkcji tangens 


ES EE Na rysunku obok przedstawiono wykres funkcji 


iso 
rk f(x) = tgz dla z € (—3; 3). 
ctg(z + r) = = a GZ 
Zatem liczba m jest okresem T =t =i 17 0 La lr ir 
> 3 4 6 6 4 3 
funkcji y = ctg z. 
tgz |-V3) -1 |-| 0 | © | 1 |v3 
T 
Proste z = —5 oraz x = 5 sa asymptotami pionowymi 2 


wykresu funkcji f. 


Rozpatrzmy teraz funkcję f(x) = tgz określoną dla 
x E€ R\ {3 +kr:k € Z). Aby otrzymać jej wykres, 
korzystamy z tego, że jest ona okresowa. 


Wykres funkcji tangens nazywamy tangensoidą. 


-wlJL 


MultileZa 


e Wykres funkcji tangens 
e Wykres funkcji cotangens 
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Wybrane własności funkcji f(x) = tg z: 


e Dziedziną funkcji f jest zbiór D = R \ {5 + kr: k € Z}. 


e Zbiorem wartości funkcji f jest zbiór liczb rzeczywistych. 
e Funkcja f jest funkcją okresową o okresie podstawowym T = n. 


„ Wartość 0 funkcja f przyjmuje dla x = kr, gdzie k € Z. 


e Funkcja f rośnie w każdym z przedziałów (—5 + km; 5 + kr), gdzie k € Z. 


e Proste o równaniach z = 5 + km, gdzie k € Z, są asymptotami pionowymi 


wykresu funkcji f. 


Ćwiczenie 2 
Podaj współrzędne środków symetrii wy- 
kresu funkcji f(x) = tgz. 


Punkt O(0,0) jest środkiem symetrii wy- 
kresu funkcji f(x) = tgx, prawdziwa jest 
więc poniższa własność. 


Dla z ER\ {3 +kr:k €Z}: 
tg(—x) = -tgz 


Ćwiczenie 3 
a) Podaj wartość tg(—x), jeśli tg x = 3. 


Przykład 1 
Korzystając z wykresu funkcji f(x) = tgz, 
wyznacz rozwiązanie równania tg z = V3. 


W przedziale (—%; 7): tgz = v3 dla z = 7. 


YA 


Ćwiczenie 2 

(5,0), keZ 
Ćwiczenie 3 

a) tg(—x) = — tgz = —3 
b) tg(-2) = -tgr = 3 
c) tgx = — tg(-1) = -š 


232 3 
Na podstawie okresowości funkcji tangens 
otrzymujemy rozwiązanie równania: 


x = 5 + km, gdzie k € Z 


Ćwiczenie 4 
Korzystając z wykresu funkcji f(x) = tgz, 
wyznacz rozwiązanie równania: 


a) tgz = — V3, b) tgz =. 


Ćwiczenie 4 
ajtgr=—v3dlax=-5+ km, k€ Z 


b)tgr= A dlaz=5+kn,kEZ 


T 
6 
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Ćwiczenie 5 
D=Ri(kr:keZ), 

f(D) =R, 

miejsca zerowe: 

c=3+kn, kez 

maleje w każdym z przedziałów 
(kr;r +kr),kEZ 

asymptoty: x = kr, k E€ Z 


Ćwiczenie 6 
(=,0), keZ 


Ćwiczenie 7 


HA 32 1. Funkcje trygonometryczne 


E Wykres funkcji cotangens 

Na poniższym rysunku przedstawiono wykres funkcji f(x) = ctg z. Jest ona 
określona dla z € RA fkn:k € Z}, a jej okres podstawowy jest równy m. 
Wykres funkcji cotangens nazywamy cotangensoidą. 


Ćwiczenie 5 
Podaj dziedzinę, zbiór wartości, miejsca zerowe i przedziały monotoniczności 
funkcji f(x) = ctg x oraz równania asymptot pionowych jej wykresu. 


Ćwiczenie 6 
Podaj współrzędne środków symetrii wykresu funkcji f(x) = ctg z. 


Punkt O(0,0) jest środkiem symetrii wy- 
kresu funkcji f(x) = ctg x, zachodzi więc 
poniższa własność. 


Dla x € RI (kr: keZ}: 
ctg(—x) = — ctg x 


Ćwiczenie 7 
Oblicz. 
a) ctg(—5)  b)ctg(—4) c) ctg(—3) 


Ćwiczenie 8 
Korzystając z wykresu funkcji f(x) = ctg xz, wyznacz rozwiązania równania: 


a) ctgx = 1, b) ctgx = —y3, c) ctgx = — 


Ćwiczenie 8 
a) ctgr=ldlax=7+kn,kEZ 
b) ctgz = —V3 dla z = —5 + km, keZ 


c) ctg r = L dkbo= e em di E Ze 


Zadania 
Odpowiedzi do zadań 


1. Naszkicuj wykres funkcji tangens lub cotangens i rozwiąż równanie. Podaj 1.ajz=km k€EZ;n 
najmniejszą liczbę z przedziału (3; oo) spełniającą to równanie. b) £ = Z + kr, k € Z; Śr 
a) tgz =0 c) tgz = —1 e) ctgx = v3 c) r =—ẸF + kr, k € Z; im 
b)tgzi=l1 d) tgr=-%L f) ctgx = —1 d) £ = -3 + kr, k € Z; En 


2. Wyznacz z taki, że: 


) 
) 


a) tgz = v3 i z € (2m;3m), d) ctgr= L i z € (37; 4r), a EE an 
b) tgz = v3 i x €(—3m;—2n), e) ctgr=-—1 i x€ (—4m; —30), az e a 
c)tgr=—1 i xE (4m;5m), f) ctgr=-1 i xE (41;57). E 
e) z Br f)=% 
3. Oblicz sumę pierwiastków równania należących do przedziału (0; 47). 3. a) 107 b) 77 e) E 
a) tex=0 c) tgr=-% e) tgr=v3  g) ctgr=1 d) 97 e) Ér f) 8r 
b) tgx=1 d) tgx = —1 f) dgr=0 h) ctgz = 2 g) 77 h) 71m 
4. Wyznacz przybliżone rozwiązanie równania należące 4. a) © m Gr 
do przedziału (2r;3m). Skorzystaj z informacji za- tg 5 = 0,3249 b) z m Ur 
mieszczonych obok. taz 31 — 1,3764 
a) tga = 0,3249 b) tga = —1,3764 
5. Wyznacz rozwiązania rów- - - e = 5. a) z = -H7, 1T = 5, 
nania należące do przedziału g 12 8 8 12 =" 
(—7; 2r), korzystając z da- 23 A-1 V241 243 b) z A= 1 
nych z tabeli. c)1=-¿m2=52n, 
a) tgr=2—y3 ctgg 2+ 43 V2+1|v2-1|2-v3 =$ 
b) tgz = y2-1 
c) ctgr = 2 — v3 
6. Rozwiąż równanie, korzystając G a) a == "kn kĘZ 
z danych z powyższej tabeli. blo= == i E 
a) tgz = 1- v2 oee Ez 


b) tgx = /38 — 2 
c) ctgr = —1 — y2 

7. Objaśnij sposób otrzymywania 
tangensoidy dla x € (0; 5), ko- 
rzystając z rysunku obok. 


7. x jest miarą łukową kata, więc tgx = y. 
W ten sposób otrzymujemy punkty (x, tg ©), czyli punkty tangensoidy. 


1.6. Wykresy funkcji tangens i cotangens 33 Emma 


Uczeń: 

— szkicuje wykres funkcji 
y = f(x — p) + q, gdzie f jest 
funkcją trygonometryczną, 

i określa jej własności, 

— szkicuje wykres funkcji, 
stosując symetrię względem 
osi OX, 

— szkicuje wykres funkcji 
będącej złożeniem przesu- 
nięcia i symetrii względem 
osi OX, 

— podaje zbiory wartości fun- 
kcji, np. f(x) = 2cos* z — 1. 


Ćwiczenie 1 


a), b) f(D) = 


(—1; 1), T = 2m 


Multiteka 


e Przekształcenia wykresu funkcji 
sinus (1) 

e Przekształcenia wykresu funkcji 
cosinus (1) 

e Przekształcenia wykresu funkcji 
tangens (1) 

e Przekształcenia wykresu funkcji 
cotangens (1) 

e Ruch po okręgu a tangensoida 
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*1.7. Przesunięcie wykresu funkcji o wektor 


Przykład 1 
Naszkicuj wykres funkcji f i podaj jej zbiór wartości. 


a) f(x) = sin(x — $) 


b) f(x) =sinx +1 


Wykres funkcji f otrzymujemy przez prze- 
sunięcie wykresu funkcji y = sina o wektor 
u = [3,0]. Zbiorem wartości funkcji f jest 
przedział (—1; 1). 


Ćwiczenie 1 


Wykres funkcji f otrzymujemy przez prze- 
sunięcie wykresu funkcji y = sinx o wektor 


w = [0,1]. Zbiorem wartości funkcji f jest 


przedział (0; 2). 


Naszkicuj wykres funkcji f. Podaj jej zbiór wartości oraz okres podstawowy. 


a) f(x) = sin(x + 5) 
b) f(x) = cos(x — 5) 


c) f(x) =sinx— 1 
d) f(x) = cosz +3 


e) f(x) = cos(z + 3) — 1 
f) f(e) = sin(a — 3)+2 


Zauważmy, że przesunięcie wykresu funkcji o wektor nie zmienia jej okresu 


podstawowego. 


Przykład 2 
Naszkicuj wykres funkcji: 


f(x) = tg(u + 3) 
i podaj jej dziedzinę. 
Wykres funkcji f otrzymujemy 
przez przesunięcie wykresu funkcji 


YA 


g(x) = tgx o wektor u = [—5,0]. 
Dziedziną funkcji f jest zbiór: 
D=RI(F+kmkeZ) 


Ćwiczenie 2 
Naszkicuj wykres funkcji f i podaj 
jej dziedzinę. 


a) f(s)=tg(r-5) ©) f(u)= 
b) f(z)=ctg(z— 6) qd) /(2) = 
Ćwiczenie 2 

a) D=R\ {2 +kn:k€Z) 

b) D=R\ {3 +km:k € Z} 

c) D=R\ {3 +kn:k€Z) 


d) D=R| fkr:k€ Z) 
e) D=R\ {kr:k € Z} 
f) D=R\ {3 


Przykład 3 Ćwiczenie 3 


Naszkicuj wykres funkcji f(x) = — sin z. a)jz=g+kn, kEZ 
b)r=Z+kn,kEZ 

Wykres funkcji f otrzymujemy przez odbicie symetryczne względem osi OX e = keZ 

.. . = 67) > 

wykresu funkcji g(x) = sin z. NENA” 
e) 1=E+kr,keZ 
f)r=Z+km,kEZ 
Ćwiczenie 4 


a) D=R\ {3 +kr:k €Z}, 


c=-5+km keZ 


Ćwiczenie 3 
Naszkicuj wykres funkcji f i podaj jej miejsca zerowe. 


a) f(£) = -sin(x — 3) c) f(x) =- sin(x + 7) 
b) f(z)=-sin(z+3) d) f(x) = -cos(x — 7) 


Przykład 4 
Naszkicuj wykres funkcji: 
f(z) = — tg(z + 7) 
Podaj przedziały, w których funk- 
cja f przyjmuje wartości dodatnie. 


e) f(x) = — cos( 


Szkicujemy kolejno wykresy funkcji: 
f(z) = tgz, fala) = tg(z +1) 
oraz f(x) = —tg(z + 7). 

Funkcja f przyjmuje wartości do- 
datnie w przedziałach (kr; 5+ kn), 
gdzie k € Z. 


Zauważ, że —tg(x + 5) = ctg 1. 


c) D=RĄf7+kr:k€Z), 
Ćwiczenie 4 == Firm kef 
YA 


Naszkicuj wykres funkcji f. Podaj jej dziedzinę i miejsca zerowe. 


a) f(z)=-tg(r+5) b) f(s)=-tg(x-5) c) f(x) =-ctg(z— 3) 


[D] Ćwiczenie 5 
Uzasadnij, że podana równość jest prawdziwa. Skorzystaj z wykresów odpo- 
wiednich funkcji. 


| 

| 

| 

| 

l 

| 

i 

| 

I 

a) sin(x + 5) =cosz c) cos(x + | 
l 


z 
b) cos(x — 4) =sing d) sin(x- Z) =—cosz f) ctg(z— 1) =-—tgu 
Ćwiczenie 5 
a) Wykres funkcji y = sin z przesuwamy o wektor [-3, 0] 
i otrzymujemy wykres funkcji y = cos x. 
b) Wykres funkcji y = cos x przesuwamy o wektor |}, 0] 
i otrzymujemy wykres funkcji y = sin z. 
c) Wykres funkcji y = cos x przesuwamy o wektor [-3, 0] 
i otrzymujemy wykres funkcji y = — sin z. 
d) Wykres funkcji y = sina przesuwamy o wektor E 0] 
i otrzymujemy wykres funkcji y = — cos x. 
e) Wykres funkcji y = tgx przesuwamy o wektor (5, 0] 
i otrzymujemy wykres funkcji y = — ctg x. 
f) Wykres funkcji y = ctg z przesuwamy o wektor E 0] 
i otrzymujemy wykres funkcji y = — tgz. 


1.7. Przesunięcie wykresu funkcji o wektor 35 Emme 


Odpowiedzi do zadań Zadania 
1.a)z=5g--km, keZ 


ME ma 1. Naszkicuj wykres funkcji f i podaj jej miejsca zerowe. 
a 7 a) f(z)=sin(r—3) c) f(x) =cos(u—%3) e) f(x) = —sin(x — 7) 
b) f(x) = sin(x + 3) d) f(x) = cos(x +) f) f(x) = —cos(z + 7) 


2. Naszkicuj wykres funkcji f i podaj jej zbiór wartości. 
a) f(z) =snz+3 c) f(x) =sinx — 2 e) f(x) =2— cosx 
b) f(x) = cosx +2 d) f(x)=-sing+1 f) f(x) =-sinzx-—3 


3. Naszkicuj wykres funkcji f i podaj jej zbiór wartości. 
a) f(x) = sin(z — 7) +1 c) f(x) =sin(z + 7) —2 
b) f(x) = cos(x — 5) — 2 d) f(x) = -sin(x — 7) +1 


4. Naszkicuj wykres funkcji f i podaj jej dziedzinę. 


a) f(a)=ts(r-3) o) f(a)=ts(r+3) e) /(a) =te(e- 2m)-1 
b) f(x) = tg(z — z) d) f(x) = ctg(z + z) f) f(x) =ctg(z + z) +1 
5. Naszkicuj wykres funkcji f. 
a) f(1) =-tgr+1 c) f(1) =-—ctgx—1 
b) f(z) =tg(-x) — 2 d) fu) = 1+ctg(—z) 
A 6. Naszkicuj wykres funkcji f i podaj równania jego asymptot. 
b) f(D) = (1;3) z z 
J AD =i) a) fla) =1-— tela + z) c) f(x) = — ctg(z + z) —1 
d) f(D) = (0; 2) b) f(z) =tg(z +5) —1 d) f(x) =ctg(5 = z) +1 
e) f(D) = (1,3) da 
f) J(D) = (-4; -2) 7. Rozwiąż równanie: 
3. a) f(D) = (0;2) a) tg(z — z) = B korzystając z wykresu funkcji f(x) = tg(z — z), 
b) f(D) = (—3;—1) b) tg(z + z) = —1, korzystając z wykresu funkcji f(x) =tg(x + z). 
c) F(D) = (=3;=1 
i 2) ; 8. Naszkicuj wykres funkcji f i korzystając z niego, podaj rozwiązania rów- 
5. a) nania f(x) = a należące do przedziału (—2m; 27). 
a) f(z)=sin(r— 3), a=3 c) f(x) =sin(z + 3), a= + 
b) f(x) = cos(x +7), a= L d) f(x) =sin(z— 7), a = % 


9. Podaj zbiór wartości funkcji f. 
a) f(x) =sinx+4 d) f(x)=—cos(x— Z) g) J(z)=sin*x+1 
b) f(z)=snx—3 e) f(x) =3— cosx h) f(x) = 1 — cos? x 
c) f(z)=cosz—3 f) f(x)=-1-sing i) f(2)=2+c08" (2 + 5) 


b) ADS (Er keEZ) 7 a)r=Z+kn, kEZ 
b)D=RY(¿r+kT:k€ Z) b) r= Lr+km,keZ 
c) D=R\ (3 kr: k Z} 8.a) z 21, © 7, i E, Zn 
d)D=RĄf-7+kn:k€Z) b)a=-31,2=-2,20=3m,20=1n 
Y e D=R)(7+ km Ez) c) z Up o=-imo=t,0=1 
1) D=RNÍ(=7 +kmhkeZ) d)r=-im,r=—m,r=2nr,v=n 
a 6.a)x=G+km kEZ 9a (3,5) b) (A Si 2 
b)z=3+hm keZ a) (= 2 020) 
c) 1=-3 +km, keZ g) (1,2) h) (0;1) i) (2;3) 
d)r=Z+kn,kEZ 
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*1.8. Przekształcenia wykresu funkcji (1) 


Na poniższym rysunku przedstawiono wykresy funkcji: g(x) = 5sinz (kolor 
zielony), f(x) = sin z (kolor czerwony), h(x) = 2sin x (kolor niebieski). 


Uczeń: 

— podaje amplitudę wykresu 
funkcji y = af(x), gdzie 
f jest funkcją trygono- 
metryczną, 

— szkicuje wykres funkcji 
y=af(z), gdzie f jest 
funkcją trygonometryczną, 
i określa jej własności, 


Zauważmy, że jeśli do wykresu funkcji f(x) = sin z należy punkt (Zo, Yo), to do 
wykresu funkcji g(x) = $sin x należy punkt (zg, ży0), a do wykresu funkcji 
h(x) = 2sinx — punkt (20,2y0). Wykres funkcji g jest „ściśnięty” wzdłuż 
osi OY w stosunku do wykresu funkcji f, a wykres funkcji h — „rozciągnięty”. 
Definicja 
Dla funkcji y = asin x oraz dla funkcji y = a cos z, a £ 0, liczbę |a| nazy- 
wamy amplitudą wykresu tej funkcji. 


Ćwiczenie 1 
Na rysunku poniżej przedstawiono wykresy funkcji: f, gi h. Dobierz wzór do 
każdego wykresu i podaj zbiór wartości każdej funkcji. 


a) f(z) = —żsinz, g(x) = —sinz, 
h(x) = —2sinz 


b) f(x) = cosx, g(x) = cos x, 
h(x) = 2cosz 


Ćwiczenie 2 
Naszkicuj wykres funkcji f, podaj jej zbiór wartości i amplitudę jej wykresu. 
a) f(1) = śsinz c) f(x) = 
b) f(x) =4cosz d) f(x) = —2 cos x 


Ż sin z e) f(z)==3zcosr 


f) f(x) = —25sinx 


c) f(D) =(—3;3), amplituda: 3 
AY. T 


e) f(D) = (-3; 5), amplituda: 5 
AY 
e El 


f) f(D) = (—24; 24), amplituda: 25 


d) f(D) = (-2;2), amplituda: 2 e 


AY 


szkicuje wykres funkcji 
y = af(x— p) + q, gdzie 
f jest funkcją trygono- 
metryczną, i określa jej 
własności. 


Ćwiczenie 1 
a) niebieski: f, f(D) 


zielony: g, g(D) = (— 
czerwony: h, h(D) = 


b) czerwony: f, 


- || 


Ćwiczenie 2 
(—3; 3), amplituda: 3 


a) f(D) = 


b) f(D) = (—4;4), amplituda: 4 


MultileZa 


e Wykres funkcji sinus 

e Wykres funkcji cosinus 

e Wykres funkcji tangens 

e Wykres funkcji cotangens 

e Wykresy funkcji trygono- 
metrycznych 
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testów i sprawdzianów 
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Ćwiczenie 3 


a) 


Odpowiedzi do zadań 
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Przykład 1 
Naszkicuj wykres funkcji f(x) = ¿tg z. 


Szkicujemy wykres funkcji f, korzysta- 
jąc z tego, że jeśli do wykresu funk- 
cji g(x) = tgx należy punkt (to, Yo), 
to do wykresu funkcji f należy punkt 


(zo, tyo). 


Ćwiczenie 3 
Naszkicuj wykres funkcji f. 


a) f(x) =2tgx 


Zadania 


1. Naszkicuj w jednym układzie współrzędnych wykresy funkcji: f, gi h. 
a) f(x) =2sinz, g(x) = 2sin(z — Z), h(x) = 2sin(z — 2) +1 


b) f(z) =3cosz, g(x) = 3cos(z + Z), h(x) = 3cos(z + 7) — 

c) f(x) = sinz, g(x) = Mi +2), h(z) = ¿sin(x + 7) + 2 

d) f(x) =2cosz, g(x) = 2cos(z — Zr), h(x) = 2cos(z — 2r) —3 
2. Naszkicuj wykres funkcji f i podaj jej zbiór wartości. 

a) f(x) = —2sin(z — 3) e) fe) = —zsin(z + 3) +1 

b) f(x) = —$cos (z + 5) d) f(x) = —2cos(z — 5) —1 


3. Naszkicuj wykres funkcji f. 
a) f(o)=-2tge b) /(a) = Ztg(a+ 3) 
4. Na rysunku obok przedstawiono wykresy 


funkcji: f(x) = asin g, fol) = asin z, 
f3(1) = az sin z. Wyznacz: a1, a2, 43. Po- 


daj amplitudy tych wykresów. 


5. Naszkicuj wykres funkcji f(x) = acosz, 
jeśli: a) f(r) =-—¿, b) f(m)=2. 


6. Punkt P należy do wykresu funkcji f. 
Oblicz wartość współczynnika a. 
a) f(x) =asinz, P(2,3) 
b) f(x) = acosz, P(7,1) 


2. a) f(D) = (—2;2) 

b) /(D) =(-3:3) A 
e) f(D) = (3:2) ANA 
d) f(D) = (=3; 1) aoo 

b) a = —2 

6. a) a=6 

b) a = y2 

c) a = -v3 

d) a = -6V3 


7. Przeczytaj informację w ramce. 


Na rysunkach poniżej pokazano, jak z wykresu funkcji y = f(x) można 
otrzymać wykres funkcji y = 2f(x) oraz wykres funkcji y = > Fa). 


L I L | e 


O| 1 X 


Jeśli do wykresu funkcji y = f(x) należy Jeśli do wykresu funkcji y = f(x) należy 
punkt P(zo,yo), to do wykresu funkcji punkt P(xo,yo), to do wykresu funkcji 
y=2f(zc) należy punkt Q(zo, 2yo). y= 3/(x) należy punkt R(zo, 5Yo). 


Naszkicuj wykresy funkcji y = 2f (£) oraz y= 4 f(x). 
a) YA l c) YA 


8. Naszkicuj wykresy funkcji: f, gih. 
a) f(1)=x, g(x) =3f(x), h(z) = z/(2) 


b) f(x) ==", g(x) =2f(2), h(x) = 4/(2) 
c) f(x) = i | glz) = -2f(2), h(x) = —3/(2) 
d) f(z)=3 +2, gl) =5f (0), Mu) = z/(a) 


9. Czy wykresy funkcji y = f(x) iy = af(x), gdzie a 4 1, mogą mieć punkty 
wspólne? 


9. f(x) =af(z), gdzie a 4 1 
lot =0651 
f(x) =0 
Zatem wykresy funkcji y = f(x) oraz y = af(x), gdzie a 4 1, mają punkty wspólne, 
gdy funkcja f ma miejsca zerowe. 


c) 


1.8. Przekształcenia wykresu funkcji (1) 39 Os 


Uczeń: 

— szkicuje wykres funkcji 
y =af(x), gdzie f jest 
funkcją trygonometryczną, 
i określa jej własności, 

— szkicuje wykresy funkcji 
będących złożeniem kilku 
przekształceń i określa ich 
własności. 


Ćwiczenie 1 
okres podstawowy: T = 5, 
miejsca zerowe: z = EZ, gdzie 


keZ 


Multiteka 


e Wykres funkcji sinus 

« Wykres funkcji cosinus 

e Wykres funkcji tangens 

e Wykres funkcji cotangens 

e Wykresy funkcji trygono- 
metrycznych 
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*1.9. Przekształcenia wykresu funkcji (2) 


W tabeli podano wartości funkcji f(x) = singz i g(x) = sin2x. Na rysunku 
przedstawiono wykresy tych funkcji dla z € (0; m). 


A Fo) "sma 
2 0 in in gm 31 31 47 5T T 
sinz 0 3 Ya x 1 x Ya 5 0 > 
1 1 2 4 3 5 O a 
20 0 5*| Sw | zw T 30 | 5% | 57 271 
sn2z 0 4|1|%|0|-£ -1|-£| 0 g(1) = sin 2x 


Zauważ, że funkcja f(x) = sinx przyjmuje wartość 1 dla z = 5, natomiast 
funkcja g(x) = sin 2x przyjmuje wartość 1 dla z = 7. 

Funkcja f(x) = sin x przyjmuje wartość 0 dla z = km, k € Z. Zatem funkcja 
g(x) = sin 2x przyjmuje wartość 0 dla z takich, że 2x = kn, k € Z, czyli dla 
x = =, k € Z. Okres podstawowy funkcji g(x) = sin 2x jest równy r. 


glt) = šin 2g 


fix) = sing 


Wykres funkcji g jest w stosunku do wykresu funkcji f „ściśnięty” wzdłuż osi OX. 


Ćwiczenie 1 

Na rysunku obok przedstawiono wykres 
funkcji f(x) = sin 4x. Podaj okres podsta- 
wowy tej funkcji oraz jej miejsca zerowe. 


Przykład 1 
Wyznacz miejsca zerowe funkcji g(x) = sin ir i naszkicuj jej wykres. 


Funkcja f(x) = sin x przyjmuje wartość 0 dla z = km, k € Z. Zatem funkcja 
g(x) = sin ¿x przyjmuje wartość 0 dla x takich, że 3a = km, k € Z, czyli dla 
x = 2km, k € Z. Okres podstawowy funkcji g(x) = sin z jest równy 4r. 


M uć i olx) sin 32. 


Wykres funkcji g jest w stosunku do wykresu funkcji f „rozciągnięty” wzdłuż osi OX. 


Okres podstawowy funkcji y = sin az oraz funkcji y = cos ax, gdzie a > 0, 
jest równy 2. Ćwiczenie 2 
niebieski: f, T = 27, 


, miejsca zerowe: z = 5 + kn, 
Cwiczenie 2 k € Z; 

Na rysunku przedstawiono wykresy funkcji: f(x) = cosx, g(x) = cos2x ZE 2 
i h(x) = cos ir. Dobierz wzór do każdego wykresu. Podaj okres podstawowy R a o 
oraz miejsca zerowe każdej z funkcji: f, gih. 


k € Z; 
zielony: h, T = 4r, 
miejsca zerowe: £ = T +2kr, 


kez 
Ćwiczenie 3 
y 1 = E 
E YA o 
, 1 f 
Cwiczenie 3 -h 
T 
Naszkicuj wykres funkcji f i podaj jej okres podstawowy. 
a) f(u)=cos4x b) f(x)=sin3x c) f(x) =—coszx d) f(1)=-—sinzx b) T=% 
ĘĄ 
Przykład 2 1 Í 
Naszkicuj wykres funkcji f(x) = 2sin(2x — z). O X 
Wzór funkcji zapisujemy w postaci f(1) = 2 sin 2(z — z), a następnie szkicu- GR 
jemy kolejno wykresy funkcji: LJ ZAJ 
f(x) =sinx, fala) =sin2x, fz(1) =sin2(x— Z) i f(z) = Żsin2(a — Z). : 2 
| ; O TT X 
d) T =4m 
a LJ 
i 1 | 
=) = T X 
Komentarz 


Warto zwrócić uwagę uczniów na 
to, że przed naszkicowaniem wy- 
kresu należy odpowiednio prze- 
kształcić wzór funkcji. 


a) f(x) =2cos(x— Z) b) f(x) =sin(jx+%) c) f(x) = 3cos(2x — 7) CwiczenieS 


w de SR 5r 37 
a) x (0,7, 7, 57 m, SE, ŻE, 


Ćwiczenie 4 
Naszkicuj wykres funkcji f. 


Ćwiczenie 5 m) 
Podaj miejsca zerowe funkcji f należące do przedziału (0; 27). b)=0 
a) f(x) =sin4a b) f(x) =2sin Ẹ c) f(x) = ¿cosrz rel 


Ćwiczenie 4 
a) 


1.9. Przekształcenia wykresu funkcji (2) 41 EEEE 


Ćwiczenie 6 


AJ) 10 = 2, 

miejsca zerowe: z = 2kr, k € Z 
b) T = 3, 

miejsca zerowe: z = EZ, kez 
O) JPL, 


miejsca zerowe: x = k, k € Z 


Odpowiedzi do zadań 
1. a) T = 7, f(D) = (—3;3) 
b) T=, f(D) =(-3;3 


e) T=%, f(D) = (-2,2) 
d) T=4m, f(D) = (-3;3) 
e) T=%, f(D) = (44) 
1) T=4m, f(D) =(22,2) 
) 
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Przykład 3 
Naszkicuj wykres funkcji f(x) = tg2a. Podaj 
jej okres podstawowy i miejsca zerowe. 


Okres podstawowy funkcji f jest równy 5. 
tg2x = 0 dla z = En, gdzie k € Z. 


Okres podstawowy funkcji y = tgaz oraz 
y =ctgaz, gdzie a > 0, jest równy ©. 


Ćwiczenie 6 
Naszkicuj wykres funkcji f. Podaj jej okres podstawowy i miejsca zerowe. 


a) f(x) = tgz b) f(x) = tg3z c) f(x) = tgra 


Zadania 


1. 


Naszkicuj wykres funkcji f. Podaj jej okres podstawowy i zbiór wartości. 


a) f(x) = 3sin 2z c) f(x) = —2sin3z e) f(x) = 4cos3z 

b) f(x) = 4 cos2z d) f(x) =3c0s £ f) f(x) = 2sin(-£) 
Naszkicuj wykres funkcji f. Podaj jej okres podstawowy i zbiór wartości. 
a) f(x) = cos2(x — 7) d) f(x) = 3cos(4a — 7) 

b) f(x) =sin2(x — r) e) f(x) = 2sin(r — 22) 

c) f(x) = 2cos(2x — z) f) f(x) = —cos(7 — 3x) 

Wyznacz miejsca zerowe funkcji f oraz naszkicuj jej wykres. 

a) f(x) =sinrz b) f(x) =cos2rx c) f(x) = 2tg Y 


. Naszkicuj wykres funkcji f. Podaj wartość największą i wartość najmniej- 


szą tej funkcji. 
a) f(x) =2sin(3x + m) + 1 b) f(z) = 3cos(2x — E) — 2 


Na rysunku przedstawiono wykres funkcji f(x) = Asin Bz + C, gdzie 
A, B,C są pewnymi stałymi. Wyznacz ich wartości. 


c). 


4. a) wartość największa: 3, 
wartość najmniejsza: —1 
b) wartość największa: 1, 
wartość najmniejsza: —5 
FAFAŻZZEBERACZA 
b) A I. B=3 O 

c) A T B=6 C 


sl = 


Wyznacz dziedzinę oraz miejsca zerowe funkcji f i funkcji g. Naszkicuj ich 


wykresy oraz podaj okresy podstawowe. 
a) f(v)=tgź, g(v) = tg(ż — 6) 


b) /(z) = — tg2a, g(z) = — tg2(z — 7) 
c) f(x) =tg(-7), gla) =tg(5 — 3) 
d) f(x) =ctg3, g(x) = ctg(3 — 5) 


Przeczytaj informację w ramce. 


Na rysunkach poniżej pokazano, jak z wykresu funkcji y = f(x) można 


otrzymać wykres funkcji y = f(2x) oraz wykres funkcji y= f (Lx). 


Jeśli do wykresu funkcji y = f(x) należy 
punkt P(xo,yo), to do wykresu funkcji 
y = f(2x) należy punkt Q (2, yo). 


Naszkicuj wykresy funkcji y = f(2x) oraz y = f( 


a) Ys c) | 


y= 


30). 


Jeśli do wykresu funkcji y = f(x) należy 
punkt P(zo,yo), to do wykresu funkcji 
) należy punkt R (2x0, yo). 


PY 


6. a) De = 
=R| {3r + 3kn:k€ Z), 
f(z) = 0 dla z =3kn, ke Z, 
To = 315 
D =R \ ((3k+2m:k € Z}, 
do) > 0da r= ==> dr, 
a Ty = 3T 
Df =R\{} + :k€Z2), 
x)= 


0 dla x = FE, kEZ, 


) Dy es + 2km:k € Z), 
f(x) =0 dla z = Żkm, k € Z, 


Dy =R\ {$r + 2kr:k € Z}, 
gx) = 0 dla z = 5 + 2km, 
KEZ 4 =2m 

d) Ds = R \ {3kr: k € Z}, 
f(x) =0 dla z = ¿7 +3kr, 
KE A, Np = 8 
D,=R|(5+ dka keZ), 
g(x) = 0 dla z = qr + 3km, 
REZ M = 3 


1.9. Przekształcenia wykresu funkcji (2) 43 POS 


Uzasadnienie wzoru 
Wprowadźmy oznaczenia jak na 
rysunku, wówczas: 

Tp = r cos z 
Up=Tp'W=TCOST:W=VCOST 
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Ruch po okręgu 


Jeśli ciało poruszające się po okręgu przemieściło Pı 
się z punktu P do punktu P, w czasie t, to opisując N 
ten ruch, możemy podać zarówno prędkość kątową Lay, P 
w = $ (stosunek kąta obrotu a do czasu t), jak 

i prędkość liniową v = L (stosunek długości łuku I 

do czasu t). 


Prędkość kątową w zwykle podaje się w radianach na sekundę [rad/s]. Miara 
łukowa kata a to stosunek długości łuku 1 do promienia r (a = 1), więc 
otrzymujemy w = E i stąd mamy zależność v="r-w. 


Przykład 
Ziemia wykonuje pełny obrót wokół swojej osi w ciągu 24 godzin, zatem pręd- 
kość kątowa jej ruchu obrotowego jest równa: 


w=T=T [rad/h] 


24 12 
Jeżeli przyjmiemy, że Ziemia jest kulą o promieniu CHR O 
Ne 


6370 km, to punkt na jej równiku porusza się na 
skutek ruchu obrotowego z prędkością liniową: 


v = rw = 6370 : 15 = 1668 [km/h] 


KZ 


Ą 


Dla punktu P leżącego na szerokości geograficz- 
nej x prędkość liniowa wyraża się wzorem: 
vp = v cos x (uzasadnij) 


EJ. Oblicz, z jaką prędkością liniową porusza się punkt leżący 
na tym samym równoleżniku co Kraków, którego szerokość 


geograficzna wynosi 50%N. 


2. Przednie koło bicyklu (ilustracja obok) ma średnicę 
równą 144 cm, a tylne 36 cm. Ile razy prędkość kątowa, 
z jaką podczas jazdy obraca się tylne koło, jest większa 
od prędkości kątowej, z jaką obraca się przednie koło? 


3: Ile obrotów wykonuje w ciągu sekundy koło samochodu jadącego z pręd- 
kością 60 km/h, jeśli średnica koła jest równa 52 cm? Z jaką prędkością 
kątową (w radianach na sekundę) obraca się to koło? 


4. Przedni wał walca drogowego ma średnicę 2 m. Gdy walec jechał po prostej 
drodze, jego przedni wał wykonał w ciągu pół godziny 500 obrotów. Z jaką 
prędkością poruszał się walec? Z jaką prędkością kątową (w radianach na 
sekundę) poruszał się przedni wał? 


Odpowiedzi do zadań 

1. v= 1072 km/h 

2. 4 razy 

3. około 10,2 obrotu; 20,47 rad/s 

4. prędkość liniowa: około 6,28 km/h, 
prędkość kątowa: gr rad/s 


*1.10. Przekształcenia wykresu funkcji (3) ">, 


— szkicuje wykresy funkcji 
y =|f(z)| oraz y = f(lz|), 


Przykład 1 gdzie f jest funkcją trygono- 

Naszkicuj wykres funkcji f(x) = |sin z| i podaj jej okres podstawowy. metryczną, i określa ich 

Wykres funkcji f(x) = |sinz| otrzymujemy przez odbicie symetryczne wzglę- £ ae Mae 

dem osi OX tej części wykresu funkcji g(x) = sinz, która znajduje sie pod trygonometrycznych 

osią OX. Pozostałą część wykresu zostawiamy bez zmian. będących złożeniem kilku 
przekształceń i określa ich 


Fe 


własności, 


— stosuje wykresy funkcji 
w zadaniach różnych typów. 


Okres podstawowy funkcji f jest równy T. 


Ćwiczenie 1 Ćwiczenie 1 
Naszkicuj wykres funkcji f i podaj jej okres podstawowy. ajT=n 

a) f(x) = | cos z| b) f(z) = | tg x| c) f(x) = -lsin z| 

Przykład 2 


Naszkicuj wykres funkcji f(x) = |2 cos x — 1| i podaj jej okres podstawowy. 


Szkicujemy kolejno wykresy funkcji: 
f(x) = 2cosz, fa(x)=2cosr—1 i f(x) = |Zcosz — 1]. 


Okres podstawowy funkcji f jest równy 27. 


Ćwiczenie 2 

Naszkicuj w jednym układzie współrzędnych wykresy funkcji: f, g i h. Podaj 
okresy podstawowe tych funkcji. 

a) f(x) =sin2x, g(x) =|sin2x], h(x) = |sin 2z| — 1 

b) f(x) = cos3z, g(x) = |cos3z|, h(x) = |cos3x| + 1 


Multiteka 


Ćwiczenie 2 e Przekształcenia wykresu funkcji 


— 27 A. SEZ, 
a) Tp =n, Ty = Th = 3 > a A sinus (2) 


AY Przekształcenia wykresu funkcji 
cosinus (2) 
e Przekształcenia wykresu funkcji 
tangens (2) 
e Przekształcenia wykresu funkcji 
cotangens (2) 


o 
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Ćwiczenie 3 Przykład 3 


a) nie jest A Naszkicuj wykres funkcji f(x) = sin |x|. Czy funkcja f jest okresowa? 
f Wykres funkcji f(x) = sin |x| jest symetryczny względem osi OY. Dla x > 0 
O T X wykres funkcji f pokrywa się z wykresem funkcji y = sin z. Zauważ, że dla 
x < 0 wykres funkcji f pokrywa się z wykresem funkcji y = — sin z. 
b) nie jest fizi = sin |z| 
YA 
1 f 
TN X 
c) nie jest F Funkcja f nie jest funkcją okresową. 
19Y. f , 
O X Ćwiczenie 3 
Naszkicuj wykres funkcji f. Czy funkcja f jest okresowa? 


Odpowiedzi do zadań a) f(x) =sin|x — 7| b) f(x) =sin(|z| — Z) c) f(x) = cos(|z| + 5) 
1. a) 
ye 
Zadania 
O 6 a x 
b) 1. Naszkicuj wykres funkcji f. 
Y : 3 
1 f ` a) f(x) = |sin(x — Z) | e) f(x)=2|sinxz|-1 e) f(x) = |cos(5 — Z)| 
ARIES b) f(x) = cos(x — 2)| d) f(x) =-3|cosa] f) f(x) =2- |3sin z| 
c) 
yr Í 2. Podaj dziedzinę funkcji f i naszkicuj jej wykres. 
¿YX a) f()=-ltge] ©) F(z) = |te(z-3)| e) f(a) = |tga-1] 


b) f(x)=|tgz|-1  d) f(x) = |tg(r+5)| £) f(x) = |ctg(z- 7)| 
3. Naszkicuj wykres funkcji f. Podaj jej okres podstawowy i zbiór wartości. 

a) f(x) = |cos2z| c) f(x) = |2sin3z| e) f(x) = |tg2z| 

b) f(x) = |sin zz] d) f(x) =|4cos3z| f) f(x)=|ctgzz| 


4. Naszkicuj wykres funkcji f. Dla jakich wartości parametru a równanie 
f(x) = a ma rozwiązania? 


a) f(zr)=|snza|+2 b) f(x)=|cosz|-—1 c) f(x) =|sin(x—r) 


5. Naszkicuj wykres funkcji f i podaj jej zbiór wartości. 


a) f(x) =sin|2z| c) f(z)=2-sin|x| e) f(x) = 2sin |2z| — 1 

b) f(x) = cos] La] d) f(x)=1—cos|x| f) f(x) = 3cos|2x| +1 
2. a) D =R\ {3 +kn:k€Z) 4. a) a € (2;3) 

b) D; =R\ {Z +kr:k €Z} b) a € (—1;0) 

c) Df =R\{-3 +km:k € 2) c) a € (—1;0) 

d) D; =R\ {53 kr: k Z} 5. a) f(D) = (-1;1) 

e) Df =R\ {3 +kr:k € Z} b) [(D) = (=1;1) 

f) Ds =R\ {3 +kr:k €Z} c) f(D) = (1;3) 
3. a) T = 3, f(D) = (0; 1) d) f(D) = (0; 2) 

b) T = 27, f(D) = (0; 1) e) HD) = (3:1) 

c) T= 3: IP) = (02) END) = (224) 

d) T = 3, J(D)=(0,4) 

e) T=3, f(D) = (0;00) 

f£) T = 27, f(D) = (0;00) 
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10. 


11. 


i2: 


10. 


12. 


Naszkicuj wykres funkcji f. Podaj przedziały, w których ta funkcja przyj- 
muje wartości dodatnie. 


a) f(x) = |sin z| + sina | 
b) f(x) = | cos z| + cos x 

e) f(z) =|tgz| +tgz 

d) fx) = |tgz| — tgx 


Na rysunku obok przedstawiono 
wykres funkcji f(x) = ||tgz| — 1|. 
Podaj liczbę rozwiązań równania 
f(x) = m należących do przedzia- 
łu (—7;mr) w zależności od para- 
metru m. 


loo += 


Podaj zbiory wartości funkcji f oraz funkcji g(x) = |f(z)|. 
a) f(x) = 3sin 2z c) f(x)=2sing-3 e 
b) f(x) =sin3x +1 d) f(z)=tg$z+1 f 


=-ścosrz — 1 
= (tgs +1)" 


Dla jakich wartości parametru a równanie f(x) = a ma rozwiązania? 


a) f(x) =|3sin(2x—3)| e) f(1)=|tgx|+2 e) f(x) = Ez 
b) f(x) = 2— | cos 22] d) f(a)= |tg*r—4|  £) f(2) = gaj 
Podaj rozwiązania równania |tgx| = 1 oraz równania tg|x| = 1 nale- 


żące do przedziału (—2m; 27). Skorzystaj z wykresów funkcji f(x) = |tgz| 
i g(x) =tglz]. 
YA 


TT 


= paa a 


Naszkicuj wykres funkcji f. 
a) fa) =-tglel+1 D) f(a) = tele- 3| 


Podaj dziedzinę funkcji f i naszkicuj jej wykres. 


| sin x| 


a) f(x) = 


| cos z| 


b) f(x) = 


sin c COS £ tgr 


1 1 3 5 te 
zim z zd, Z GWI 


= Té 5 3 
[tex] = 1, gdy x € { Ty h 
5 1 
4 


tg |x| = 1, gdy x € f-5m,—4m,4m, 57) 
a) D=R|fkr:k€ Z} c) D=R\ {2k E Z} 
„ASI — I m 2. q 


Z, {—0, ¿Ly X 


b) D=R\ {Z +km ke Z) 


AR] 


O T 


o 
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.a) (2kn; r + 2kn), ke Z 


AY 


SEAN E 


O 


. O dla m € (—oc; 0), 


4 dla m € {0} U (1;00), 
1 al m = i 
8 dla m € (0; 1) 


- a) F(Ds) = (23,3), 


f£) F(Dr) = g(Dy) = (0; 1) 


. Zauważmy, że zbiór wartości 


parametru a to zbiór wartości 
funkcji f. 

a) a € (0;3) b) a € (1;2) 

c) a € (2;00) d) a € (0;00) 
e) ae (3;1) f) ae (3;1) 
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Ruch po okręgu a sinusoida 


Na rysunku niżej punkt P porusza się ruchem jednostajnym ze stałą prędkością 
kątową w po okręgu o promieniu r w kierunku przeciwnym do ruchu wskazówek 
zegara (prędkość kątowa to stosunek kąta zakreślonego podczas ruchu do czasu, 
w którym to nastąpiło). Początkowe położenie punktu P oznaczono przez A - 
jest to jeden z końców poziomej średnicy AB. Wykres przedstawiający zmiany 
odległości punktu P od średnicy AB w czasie jest sinusoidą. 


BISS== A 


Diabelski młyn 


Diabelski młyn to obracające się wielkie koło, na którym są zamocowane wagoniki. 
Na rysunku schematycznie pokazano diabelski młyn o średnicy 28 m, obracający się 
ze stałą prędkością kątową w w kierunku przeciwnym do ruchu wskazówek zegara. 
Wagonik w najniższym położeniu jest zawieszony 2 m nad ziemią, a jeden pełny obrót 
koła trwa 4 minuty. 


0 1 4 t [min] 


Przyjmijmy, że w chwili £, = O wagonik znajdował się w punkcie P>, czyli 16 m nad ziemią. 
Wysokość h, na której wagonik znalazł się po upływie czasu t (punkt P na rysunku), jest 
opisana wzorem: 

h(t) = 14 sin(wt) + 16 


El] Na jakiej wysokości nad ziemią znajdzie się ten wagonik po upływie 5 minut? 
Ana jakiej po upływie 8 minut? 


1. Po 5 minutach wagonik znajdzie się 30 m nad ziemią, a po 8 minutach — 16 m. 


Uczeń: 
— stosuje podstawowe 
tożsamości trygonometryczne 


*1.11. Tożsamości trygonometryczne 


Tożsamość trygonometryczna to taka równość, w której występują funkcje try- w prostych sytuacjach, 
gonometryczne i która jest prawdziwa dla tych wszystkich wartości zmiennej, — dowodzi tożsamości trygono- 
dla których wyrażenia występujące w tej równości mają sens. metrycznych, podając odpo- 


wiednie założenia, 
Przypomnijmy, że między wartościami funkcji aaa =] — oblicza wartości pozostałych 
trygonometrycznych kąta ostrego z zachodzą po- A funkcji trygonometrycznych 
dane obok związki. tgr= o kata, gdy dana jest wartość 
Równości te są też prawdziwe dla dowolnego CUG = 


cos z 
jednej z nich. 
x € R, dla którego obie strony równości są okre- 


cos z 
sin c 


1 


ctg t = =—— 
ślone. tgr 
Podstawowe tożsamości trygonometryczne 
1. sin” z +cos r=] dla dowolnego TeR jedynka trygonometryczna 


sar dla z €R|(5+kn:k€ Z) 


COS c 


3. ctgr = == dla z € R \ {kr: k € Z} 


2. |BE= 


1 z 
4. ctgr=— oraz tgz = dla z eR]fĘ:k€Z) 


ctgz 


Dowód jedynki trygonometrycznej 


Niech punkt P(xo, yo), różny od początku układu 
współrzędnych, będzie dowolnym punktem na ra- 
mieniu końcowym kąta z. Wówczas: 


. «c 
singz = £, cosz = 29 
r 


gdzie r = y x + yĝ. Zatem: 


2 2 yo Y? zo Y? yå + z 
sin” z + cos z=( ) +( ) =; 0 = 
F 


T 


[D] Ćwiczenie 1 
Udowodnij tożsamości trygonometryczne: 2, 31 4. 


[p] Ćwiczenie 2 
Udowodnij tożsamość trygonometryczną. 
a) (1 — sin? x) tgx = sin z cos x dla x € R \ {3 + kr:k € Z} 
b) (1 — tgz)(1 +ctg x) = ctgx — tgx dla x € R \ (7:ke€Z) 


Ćwiczenie 1 
Przyjmujemy te same założenia co w dowodzie jedynki trygonometrycznej. 


2. ¿57 — Yo, Zo — 20 —tgx, gdzie cosz A 0, czyli z * złtkn,kEZ 


"cosa m r zo 


3. 2520. — 0 — ctg r, gdzie sin x 4 0, czyli x 4 kn, k € Z 


sing (6 ię YO 


f = ih, aA : km 
4. tgx-ctgr= E ja PRES y 0 EZ 


i 
ctga Le 


Zatem tg z = (GAY 


Ćwiczenie 2 
a) (1 — sin? z) tg £ = cos? z - 


sing 
cos z 


b) (1-tgz)(1+ctgz)=1+ctgx-tgx-1=ctgx-tgx dlazER|(Ę:k€2) 


= sin z cos z dla z € R \ {3 + km:k € Z} dlanauczyciela.pl | Kartkówka 1.11 
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Ćwiczenie 3 

a) (sin z + cos x)? + 

(sin x — cos z)? = sin? 1 + 
+2sin z cos £ + cos” a+ 
+ sin? z — 2sin r cos £x + 
+ cos” z = 2(sin? z + cos? z) = 
=20o1l=2 

b) sinf z — cos! z = 

= (sin? z — cos? z): 

- (sin? z + cos? x) = 

= (sin? z — cos? 1). 1 = 

= sin? z — cos? z 


c) Zakładamy, że tangens jest 
określony oraz sin x cos z Æ 0, 
czyli 1 At, k € Z. 


1-cos? z M, 


= tgr 
d) Zakładamy, że tangens jest 
określony oraz cos? z Æ 1, 
czyli x Æ kr, k € Z. 


cos? x (tg? z 


1-cos? z 


2 Sr 
~ Coig Sin E on? == 
— sin? a ( cos? q: na 2) z 


sin? z n sme 
sin z coss cos © 


sin? x) 


=] — cos? z = sin? z 


Ćwiczenie 4 
a) 1-2sin? z = 
2cosłw-1 — 


2) 2 


sin? z + cos a—2sintx __ 
2cos? z —sin? z — cos? z 
m cos? © — sin? z = 

cos? © — sin? © 


) cost z — sint z re 

coser sinaeg 

cos* c —sin* z 

__ (cos? ©—sin? m)(cos? x +sin? x) _ 
cos? © — sin? © 


= cos? z + sin? z = 1 


c) cos! © + sint z 
1-2sin? © cos? © 


2 


za (cos? z + sin? x)? — 2sin? z cos EN 


1-2sin? © cos? © 
12 — 2sin? z cos? z =] 


1-2sin? z cos? z 
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[D] Przykład 1 
COS T 1 


Udowodnij, że tg 1 + ——— = 


1 +sing cosg ` 


Zakładamy, że tangens jest określony, 1 + sin z 4 0 oraz cos x Æ 0, czyli 
cos T sin £ cos £ 


tgs + <5 = m2 y com _ 


1+sinz cos T 1+sinz 


sin a 
cosa" 


Korzystamy z tożsamości tg x = 


sin z(1 + sin z) COS T + COST 


cosx(1 + sin z) coszc(1 + sinz) 


2 


sin z + sin? z + cos? z _ Korzystamy z tożsamości 


. $ ay 
sin? z + cos? z = 1. 


cos «(1 + sin z) 
sing +1 1 
cosx(1 + sin z) 


cos T 


p] Ćwiczenie 3 
Udowodnij tożsamość trygonometryczną. 


) 1 — cos? z 


a) (sin z + cos x)? + (sin x — cos z)? = 2 =tgi 


sin z cos c 


2 
e E e a O Gęć 
b) sin” z — cost x = sinó z — cos? z d) e x—sin? r) =sin z 
[D] Ćwiczenie 4 
Wykaż, że podane wyrażenie jest równe 1 dla wszystkich z, dla których jest 


określone. 


4 4 


) 1- 2sin? c ) cos! z — sin? z ) cost z + sin? z 


2cos? z — 1 cos? z — sin? z 1 — 2sin? z cos? z 


Czasami, aby udowodnić tożsamość trygonometryczną, warto przekształcić 
zarówno jej prawą, jak i lewą stronę. 


[D] Przykład 2 
Udowodnij, że cos* z — sinf z = 1 — 2 sin? z. 
Przekształcamy lewą 


L = cos” z — sinf x = (cos? z — sin? x) (cos? z + sin? z) = AAC 
stronę TOWNOSŚCI. 


= cos? z — sin” z 
Przekształcamy prawą 


P = 1 — sin? z = sin? z + cos? z — 2 sin? z = MPAA 
stronę TOWNOSŚCI. 


= cos? z — sin? g 
Równość L = P zachodzi dla wszystkich z € R, zatem udowodniliśmy powyż- 
szą tożsamość trygonometryczną. 


p] Ćwiczenie 5 
Udowodnij tożsamość trygonometryczną. 


a) (sin z + cos z)? COS T b) 1 + 2sin gz cosg = (1 


= 2 == + 


sin z cos z sin z COS? x 


Ćwiczenie 5 
a) Zakładamy, że tangens jest określony oraz sin z + 0 i cos x z 0, czyli x 4 F,kEZ. 


Ls (sin x+cos z)? 


2= sin? a+cos? x+2sinzxcos z 
sin z cos c 


sin z cos z 


2sinacosz _ 1 
sin 1 cos x sin z cos c 


2 2 

sin? x + cos? z il . 

SUE m di © 
sin z cos z sin z cos z 


P=tgz ¡COSTAS , ced n 
T : > 
sin z cosx ' sing 


b) Zakładamy, że tangens jest określony oraz cos x 4 0, czyli x 4 5 + kr, k € Z. 
- 2 i 2 
2 Sin z __( cosz--sinac Le 
a | tgz) (1 ) Sar) ( COS LT ) 


__ 1+2coszsinz 
COS* TI 


cos? «c + 2cos z sin z +sin?2 sę |. 
cos? © 


Przykład 3 
Oblicz cos z, tgx i ctg z, jeśli wiadomo, że sin z = 5 ice (gm). 
Wartość cos x obliczamy, korzystając z jedynki trygonometrycznej: 


(5). 2a =1 


= 42 8 
cos? x = 1 5 FE 
cosg = —$ lub cosz=$ 
Dla x € (5;7r) cosinus jest ujemny, zatem cos x = —$. Stąd: 
ś 3 
sin z 2 1 
tez 5 3 ctgr=—— =—$ 
8 cos £ —Ę 4 8 tez 3 


Ćwiczenie 6 
Oblicz wartości pozostałych funkcji trygonometrycznych kąta z. 
a) sing = —Ẹ i x € (531,27) c) sing = z i z € (r) 


b) cosz = —5 i z€(n;żn) 


1+tg*z= += dla xeRI(Z+kmk € Z) 


1+ctg? x= dla z € R \ (km: k € Z) 


Ćwiczenie 7 
Udowodnij powyższe tożsamości trygonometryczne. 


Przykład 4 
Oblicz cos z i sin z, jeśli wiadomo, że = =-3i1€ (3 T; 2T). 
Korzystamy z tożsamości 1 + tg? z = 


Lar = 


—— i otrzymujemy: 
zi 
cos? x 
stąd cos? z = t, czyli cos z = — 4> v10 lub cosg = vo 


Dla z € (E T; ; 2) cosinus jest ko zatem cos z = A, 


sing T 


Korzystamy z tożsamości Š = tgx i otrzymujemy: 


sin z = tg x cos z = —390 
Ćwiczenie 8 
Oblicz wartości pozostałych funkcji trygonometrycznych kąta z. 
ajtgr=Ś i we (m; $7) c) tgr=-i ixe (17) 
b)tgr=3 i we (0;7) d) ctgr = —4 i x € (31,2) 
Ćwiczenie 8 
a) sin z = 5, COS T = E, ciom = 12 
b) sin z = YE, CHA = 243, Ghz = 2 
c) sinz = NB, COS T = ai, ctg z = —3 
d) sin z = AL, COS Z = BAL, Ea 3 


Ćwiczenie 6 
a) cos x = 2, u= =$ 
ctga = —3 

A — 6 
b) sinz = —-5, tgz = 75, 
cig t = 2 
c) cos x = A = e. 
ctgx =-=y2 
d) cos x = -2 , (BG = ES, 
2 
Ćwiczenie 7 


Zakładamy, że tangens jest okre- 
ślony oraz cos x Æ 0, czyli 
AS tkm, keZ. 


1 + tg? g=]l+sme = 


cos? © 
= cos? a+sin? sh E jl 
cos? © cos? z 


Zakładamy, że cotangens jest 
określony oraz sin a Æ 0, czyli 
cźkn,keEZ. 


2 


2 cos? z 

fi = ñ = 

Lore u= les SF 

=> sin? ©--cos? © = dl 
sarg sin? © 
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Odpowiedzi do zadań 


1 


.d) 2sin° g — 1 = 1 — 2cos* z 


2(sin? x + cos? z) = 2 

2= 2 

e) L = cost x(1 +tg?x)= 
2 ali 


cos? z 


a) L= cosa _ 


sin z cos c 


2 
= COS * 
sin? © 
sin z cos z 


-. ENS 


az =tgx =P, 
AE, kez 


b)L= 


z 1 
— cos? q an 


sin c 
cos © i cos z 
cosssing | costsinz 


=P, 


r4 %, kez 
c)xzźkn,keZ 


sing 
1+cosz 


l-cosz __ 
sin z 


__ sin? m-(1-cosz)(1+cosz) _ 
(1+ cos z)sinz 


2 

= eo l 
d)xrźkn,keZ 

Obie strony równości mno- 

żymy przez sin x(1 + cos z) 

i otrzymujemy: 

(1+ cosz)? + sin? x = 

=2+-2c0sz 

1+2cosz+ 

2+-2cosz 

2 + 2cos x = 2 + 2 cos x 
a) L= (1—sine)?-(1+sina)? _ 


1-sin? z 


cos? x + sin? z = 


2(-2sinz) _ 
par cos? © == P, 


AF tkr, kez 


b) L= alrae = 
SAA 


cos? x 

= (tgx +ctgx)- cos” z = 

= nh 3 2 mek 
sinecosg ČOS W = P, 


rź E,kEŻ 


(ctgz+l)tgz _ 
coran 


_ 1+tgz 


- I=tgz a 
1% E,aś5+kmkeEZ 
d) L= (cos pa 2). a = 
cos z 
i cos? a+sin? EA = ANS 2 
cos z tgr COS £ 
JP 
r#*%, keZ 
— Bing SMC q CEN — 
e) L cosa * (= y A 
sint , sin? z + cos? x 2 AJ = 
cos © sin z cos zx sii ae 
=r; 
kr 
— (tgr—ctgm)tgr _ 
£) L (tgz+ctgz)tgz 
e. ię l 
TC tgżc+1 zi 
rź E,kEZ 


mmm 52 1. Funkcje trygonometryczne 


Zadania 


p] 1. 


[D] 2. 


7. a) singz = 8 


5 tg? z 


Udowodnij tożsamość trygonometryczną. 


a) (1 + cosz)(1 — cos x) = sin” z 
b) cos xsin? x + cos? x = cos z 


c) 1 — 2sin z cos z = (sin x — cos 2)? 


Udowodnij tożsamość trygonometryczną. 


cos c 


a) — - - = tgr 
sin z cos z sin z 
b) tgx +cosx _ 1 1 
cos c sin z sin z cos? © 
sin c 1 — cosx 
De = 
1 +cosz sin x 


Udowodnij tożsamość trygonometryczną. 


a) 1— sing l1 +sing _ —4sing 
1+sinz 1l-sinz cos? c 
b) tex(l1+cte?x) _ 1-sin?z 
l+tg?a ~ sinqcosz 
) ctgr4+1_ 1+tgzx 
ctgr=1  l-tgz 


d) 2sin? x — 1 = 1 — 2 cos? x 


e) cos? x + tg? x cos? x = 1 


1 
f) cosz + tg” ucosz = 
COS £ 
d) l-+cosz | sin x _ 2 
sin £ 1 +cosz sin z 
sin z | 1- cosx 2 
e) | A = — 
1 — cosx sin z sin x 
) COS T cosx _ 2 
1-sinz 1+sinz Cos T 


d) cosg +tgxsing _ tgx 
ctgz cos c 
t . 
e) — Z =sin*x 
tgx +ctgz 
f tga-ctgz _ te? x — 1 
ter+ctgr  tgłz+1 


Oblicz wartości pozostałych funkcji trygonometrycznych kąta z. 


a) cosu=-—i i z€(Z;r) 


4 
b) cosx = —} i z € (m;Żr) 


c) snr=3 i z€(Z;r) 


3 
v10 
10 


d) sing = -£ i z€ (Żm;2m) 


Oblicz wartości pozostałych funkcji trygonometrycznych kąta x (uwzględ- 


nij dwa przypadki). 
a) sing = + c) cosg 


b) sing d) cos z 


Oblicz wartości pozostałych funkcji trygonometrycznych kąta z. 


a) tez 
b) tgz 


c) tgr = 2 i ze (0;7) 


d)ctgr=Ż i xe (m; 37) 


Oblicz wartości pozostałych funkcji trygonometrycznych kąta x (uwzględ- 


nij dwa przypadki). 


a) tga=3 b) tgx = —4 c) 


tgr=-4 d) tgz = 3 


Oblicz tg? x + ctg?x oraz tg? x + ctg? z, jeśli tgz + ctgz = 3. 


: 
A = 3 lub sin z = 


VIT 
Tę 3 


— WAĆ 
W nę o 


ctg z = 


cos T = F, 


4VTT a 
Ty p CU 


4y17 
RZ 2 


COS T = 


ctgr=-—3 


b) sin z = 


ctgx=-—3 


lub sin z = COS 


c) sinz = E, Ž, 


Le 


d) sin z = > , COST = 


ctg’ on 0 2tgzctgz = 


tg? z + ctg? x = (tgx 


2 c) sing — © cosz= ż,c ctgz = 
2 d) sinx = 


3 4 
=5, COS = =g, 


5 lub sin z = 


2 2V5 
5 


3v13 
13 > 


24/13 
13700 


ctgz = 3 


COS T = ter=3 


5? 


5 
12 


13; COST = ctgz = 


v5 


13 
as 


 cigo>2lubsnz= 


ctg 1) (te? x — tg zctg a + 


5 COST = Cipt = 2 


0=2=, 
ctg? z) = 3(7 


1) = 18 


Przybliżone wartości funkcji trygonometrycznych 


Na rysunku poniżej przedstawiono wykresy funkcji y = x, y = sin z i y = tg z. 


Dla „małych” kątów x wykres funkcji 
y = x jest dobrym przybliżeniem wy- 
kresów funkcji y = sin x oraz y = tg x. 
Na przykład ¡5 œ 0,0314159, natomiast: 
sin  = 0,0314108, 


tg =— =0,0314263. 


100 
Zwróć uwagę, że: 
a jeśli x > 0, to sinz < z, 


u jeśli z € (0; 5), to tgx > z. 


[D] 1. Nie korzystając z kalkulatora, uzasadnij podaną nierówność. 


a) sin  < 0,2 b) tg? 5 > 0,09 


Przybliżone wartości funkcji sinus (dla 
„małych” x) możemy obliczyć, korzy- 
stając ze wzoru: 


c) sin? L < 0,032 
10 


sner- TLE A to 


gdzie n! =1-2:3:...-n. 


Na przykład: , , 
sin 7 m 7 — L(2) + (3) = 0,707 


120 


Przybliżone wartości funkcji cosinus 
(dla „małych” x) możemy obliczyć, ko- 


Na rysunku przedstawiono wykresy funkcji 


f£) =sinr i w(z) =r- 5 + sz. 


rzystając ze wzoru: 
2 4 2 4 
T T T T 
cos z z l + =l 


TT 224 
Na przykład: 
cos Z =1-1(2)%42,(2)" = 0,8660539. 


6 2 24 


Na rysunku przedstawiono wykresy funkcji 


f(z) = cosz i w(x) = 1— E +3. 


2. Sprawdź, czy błąd podanego wyżej przybliżenia wartości cos Ę jest mniej- 


szy od 0,00003. 


Es. Przerysuj do zeszytu i uzupełnij tabelę 
przybliżonych wartości funkcji sinus i co- 
sinus, korzystając z powyższych wzorów. 


1.a)sing< 5 < $ =0,2 
2 
a 0 


2 
e) sin? E < (YE) = i < żię = 0,082 
2. cos Z x 0,8660254 


0,8660539 — 0,8660254 = 0,0000285 < 0,00003 


ala 


E x 
10 T 


sina | 0,309 | 0,434 | 0,707 
cosa | 0,951 | 0,901 | 0,707 


Przybliżone wartości funkcji trygonometrycznych 


53 EEE 


Uczeń: 


— wyznacza wartości funkcji *1 E 1 2 " F un kcj e tryg onom et ryczn e 
trygonometrycznych kątów su my i ró Ż n i cy kąt ÓW 


z zastosowaniem wzorów na 
funkcje trygonometryczne , , 
sumy i różnicy kątów, Twierdzenie 
— stosuje wzory na funkcje 


f Dla dowolnych a, 8 € R prawdziwe są poniższe wzory. 
trygonometryczne podwojo- 


nego kąta, sin(a + B) = sin a cos 8 + cos a sin 6 sinus sumy kątów 
a way 3 sin(a — 8) = sin a cos 6 — cos a sin 6 sinus różnicy kątów 
funkcje trygonometryczne 
podwojonego kąta do obli- cos(a + 8) = cos a cos 8 — sin a sin 8 cosinus sumy kątów 
czania wartości funkcji = 5 f A BE 
trygonometrycznych połowy cos(a -6 ) = cos a cos 8 + sin a sin 8 cosinus różnicy kątów 
kąta, 
— stosuje poznane wzory do Dowód wzoru na sinus sumy kątów i wskazówki, jak udowodnić pozostałe 


przekształcania wyrażeń 
zawierających funkcje 
trygonometryczne, w tym 
A Sa a> Przykład 1 
trygonometrycznych, a) Oblicz sin 75°. 
— wyznacza zbiór wartości 
funkcji, stosując wzory na 


wzory, został podany na str. 75. 


Korzystamy ze wzoru na sinus sumy kątów. 


funkcje trygonometryczne sin 75° = sin (45° + 30%) = sin 45° cos 30? + cos 45° sin 30° = 
A aaa 5 
y i różnicy kątów, l _WA WJ OWE 1_ V6+ŁWZ 
— wyprowadza wzory na funkcje 2 2 "o 2 4 
trygonometryczne podwojo- . om 
nego kąta i funkcje trygono- b) Oblicz sin 12 
metryczne połowy kąta. Korzystamy ze wzoru na sinus różnicy kątów. 
sin 5 = sin (3 — z) = sin 5 cos q — cos $ sin 7 = 
_v13 yY2_ 1 y2_ v6-v2 
3 2 2 2 4 
Ćwiczenie 1 
a) Oblicz cos 75°, korzystając ze wzoru na cosinus sumy kątów. 
b) Oblicz sin 105”, korzystając ze wzoru na sinus sumy kątów. 
c) Oblicz cos 7, korzystając ze wzoru na cosinus różnicy kątów. 
Przykład 2 
Oblicz. 


a) cos 28° : cos 17° — sin 28° - sin 17° = cos(28” + 17%) = cos 45° = 2 
b) sin 3? - cos 33° — cos 3”-sin 33° = sin(3* — 33°) = sin(-30%) = — sin 30° = — 


in 27 - cos Ł 3 y. sin tr = sin( 2 17) = sin Z = 
c) sin ¿¿7 - cos zm + cos gym «sin in = sin( $r + gm) = sin} = 1 


NI 


Ćwiczenie 1 
a) cos 75° = cos(45” + 30”) = — 


b) sin 105° = sin(60” + 45%) = iż 


T my — v6+v2 
) 
4 


c) cos jj = Cos(5 — 4 
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Ćwiczenie 2 
Oblicz. 
a) sin 85° - cos 25° — sin 25° - cos 85° 


b) sin 33° - cos 12° + sin 12° - cos 33° 


8 
7 


18 


Ze wzorów na sinus sumy kątów i cosinus sumy kątów bezpośrednio wynikają 


d) sin  - sin £m — cos 


8 


c) cos Êr - cos $r + sin Êr sin +7 


7 


T 


4 
18 COS gT 


wzory na sinus podwojonego kąta i cosinus podwojonego kąta. 


[D] Ćwiczenie 3 
Wyprowadź podane obok wzory na sinus po- 
dwojonego kąta i cosinus podwojonego kąta. 


[D] Ćwiczenie 4 
Wykaż, że dla dowolnego a € R: 


a) cos 2a =2c08? a — 1, 


Przykład 3 


Oblicz cos2a, jeśli sin a = 3. 


Dla dowolnego a € R: 
sin 2a = 2 sin acosa 


cos 2a = cos? a — sin? a 


b) cos2a = 1 — sin” a. 


cos 2a = 1 — 2sin?a = 1—2- (2) =1- =: 
Ćwiczenie 5 
Oblicz cos 2a i sin 2a, jeśli: 
a) sina = f oraz «€ (0; 3), b) cosa = -Žž oraz a € (m; $r). 
Przykład 4 


Oblicz sin g i cos$. 


Podstawiamy a = Z do wzoru cos 2a = 1 — 2 sin? o 
8 


E = m)__1 _ y2 
sin z=1I(1 cos 7) = ; (1 2) 
or V2-v2 m o 
sin $ = 45 lub sin z= 
Sprzeczność, 


Po skorzystaniu z jedynki trygonometrycznej otrzymujemy cos § = 


Ćwiczenie 6 
Oblicz sina i cosa, jeśli: 


i otrzymujemy: 


N 


bo sing > 0. 


N 
+ 
IS 


=. I >R ~ — vB T. 
a) cos2a = Ł oraz 2a € (0; 7), b) sin2a = oraz 2a € (3;m). 
Ćwiczenie 6 
a) 2cos”a— 1 = 3, więc cos” a = 3 10€ (0; z), zatem cos a = Ye i sina = Ż 
b) cos? 2a = $ i 2a € (Z; r), więc cos 2a = — 28 
: 5 o V 20V5 = 
2cos? a= 1 zee (2: 5), więc sina = NE cosQ = OE 
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Ćwiczenie 2 


a) sin(85” — 25%) = sin 60° = © 


b) sin(33* + 12°) = sin 45° = 2 
c) cos ($r — zr) 
d) cos (757 + žr) = 


NA SAI R 
= —Cc0sz=0 


COS T 1 


Ćwiczenie 3 

sin 2a = sin(a + a) = 

= sin a cos a + cos a sin a = 
= 2sin a cosa 

cos 2a = cos(a + a) = 

= cos a cos a — sin a sin a = 
= cos? a — sin? a 
Ćwiczenie 4 

a) cos 2a = cos? a — sin? a = 
= cos? a — (1 — cos? a) = 
=2c08 a — 1 


b) cos 2a = cos? a — sin? a = 
= |=sme= ci o= 


=1— 2sin? a 


Ćwiczenie 5 


a) cos” a= sz i a € (0; 3), 


więc cos a = 2, 


i = 4 Rx IE 
zatem sin 2a = 55, cos 2a = — z5 


RÓ» — AKG 6 3 
b) sin“ a = jggia€ (7; 37), 
więc sin a = — 15, 
120 


zatem sin 2a = 3gg, 


Ćwiczenie 7 
a) tg(a + 8) = Fte — 


sin acosB8+cosasinB __ 
cos a cos B—sin a sin 8 


sin a cos B+-cos a sin 8 
GOS © cos 

cos a cos p- sin a sin B 
COS O COS 


sin a sin 8 


e: cosa | cos B ak 


tg a+tg8 


1_ simasinf- 
cosacos f 


1l-tgatgß 


b) tg(a 


8) = tg(a + (—6)) = 
tg a-+-tg(-8) 


1-tgatg(-6) 


tga-tgB 
1+tgatg8 
Ćwiczenie 8 


a) tg(45* — 30) =2— y3 
b) tg(45 + 30°) = 2 + v3 
c) tg(45° + 60°) = —2 — y3 
d) tg(2 - 60°) = —v3 


Cwiczenie 9 
A zai 
ctg 2a = cos 20 — osf a-sin" a — 
sin 2a 2sin a cosa 
cos? a-sin? a cos? a 1 
ES sin? a — sin?a 
2sin a cos a , COSA 
sin“ a sina 
=: ctg? a—1 
—  2ctga 


Odpowiedzi do zadań 
1. a) sin(30° + 8) = 34 


OFE 
move RR= 
b) sin(30” + 8) = $42, 
sin(60* — 8) = 34844 
c) sin(30” + 8) = 193, 
sin(60* — 8) = 22 
JENEWO = EE 
sin(60* — 8) = 34 


2. a) cos(45” + 8) = aiai, 


cos(60° — 8) = 


b) cos(45° + 8) = EL 


cos(60° — PB) = 
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3+v6 
6 


6 7 
22-43 
6 


[D] 4. 


2tga : E 
o o, dl aż z+kn i a 5+ 7, gdziek €Z. 
Dowód R E 
tsas sin2a _  2sinacosa _ 25 asa m 2: Gos = _ 2tga 
8 cos 2a cos? a — sin? cos? > sio” a 1 sin, a 1-tg2a 
[D] Ćwiczenie 7 
Udowodnij podane obok tożsamości trygono- tg(a + 8) = SÓ 
l-tgatg6 
metryczne. 
tga— tgó 
; tg(a — 6) = == 
Ćwiczenie 8 el b) 1+tgatgB 
Oblicz. 
a) tg 15" b) tg 75” c) tg 1052 d) tg 120° 
[D] Ćwiczenie 9 
SWE k A ou sz ctg? a—1 
Udowodnij, że dla a 4 =, gdzie k € Z, zachodzi tożsamość ctg 2a = ———. 
2 2ctga 


Zadania 


1. Oblicz sin(30° + 6) i sin(60° — 6), jeśli wiadomo, ze: 


a) sin6= i Be (0907), 


5 


b) cos8=—5 i Be (9071807, 


c) cos8 = i 8 € (27073607), 
d) sing = — 7 i f € (180°; 270°). 


25 


2. Oblicz cos(45? + 8) i cos(60? — 8), jeśli wiadomo, że: 


a) cos 8 = E i B€ (07905), 


b) sin8=—1 i 8 € (27073607). 


3 


3. a) Oblicz sin(a + 8) i cos(a + 8), jeśli wiadomo, że: 


sin a = 5 i a € (0; $) oraz cos8 =—żiB€ (Z;n) 


b) Oblicz sin(a — 8) i cos(a — 6), jeśli wiadomo, że: 


sin a = —0,8 i a € ($m; 2m) oraz cos8 = —0,75 i 8 € (n;żn) 


c) Oblicz sin(a — 8) i cos(a + 6), jeśli wiadomo, że: 


sina=zia€ (5; T) oraz cos P = 28 106 (5,277) 


Uzasadnij, ze poniższa zależność jest tożsamością trygonometryczną. 


a) sin asin 8 = 3|cos(a — 8) — cos(a + 8)] d) sin3a = —4sin*” a +3sin a 
b) cosacos 8 = 5[cos(a — 8) + cos(a + 8)] e) cos3a = 4cos* a — 3 cos a 


c) sinacos8 = [sin(a — 8) + sin(a + 8)] f) cos4a = 1 — 8sin? a cos? a 


3. a) sin(a + 8) = — $, cos DE 
b) sin(a — 8) = Sens = sia 
c) sin(a — 8) = 0, cos(a + 8) = —5 

4. a) 


b), c) analogicznie jak a) 


P= 3 [cos a cos 8 + sin a sin 8 — (cos a cos 8 — sin a sin 8)] = $ : 2sin asin 8 = L 


2 


d) sin 3a = sin(2a + a) = sin 2a cos a + cos 2a sina = 


= 2sin a cos? a + (1 — 2 sin? a) sin a = 2sina(1 


—4sin? a + 3sina 
analogicznie jak d) 


sin? a) + sin a 


2sinó a = 


e) 
f) cos4a = 1 — 2sin* 2a = 1 — 2(2 sin a cosa)? = 1 — 8sin*” a cos? œ 


Uzasadnij, że poniższa zależność jest tożsamością trygonometryczną. 5. a) L = (sin? a — cos? a): 

: (sin? a + cos? a) = 

= —(cos? a — sin” a) = 

= == IP 

b) L = (sin? a + cos? a)*4 

—2 sin? a cos? a = 

=l= 3 sin” 2a =P 

c) L= (sin a cos 8+cosasin 8): 
- (sin a cos 8 — cos a sin 8) = 
= sin?”a cos?8 — cos?a sin? 8 = 
= sin” a(l — sin? 8) + 

— (1 — sin? a) sin? 8 = 

= sin? a — sin? 8 = P 


a) sinf a — cost a = — cos2a 


b) sinf a + cost a = 1 — ¿sin? 2a 
c) sin(a + 8) sin(a — 8) = sin” a — sin” 8 


d) cos(a + 8) cos(a — 8) = cos? a — sin? 8 


Oblicz. 
a) sin 12° cos 18” + cos 12° sin 18° 
b) sin 111° cos 66” — cos 111° sin 66° 


in +r sin èr — 1 3 
c) sin Tsin [TT — COS zT COS {T 


2 


4 im 4 A 
d) cos zm cos zr + sin ¿Tm sin ¿7 


Oblicz sin a, cosa, tga, jeśli wiadomo, że: di analogicznie jalee) 


— 3 E _ 1 T. 
a) cos2a = 4 oraz a € (0; 2), c) cos2a = —5 oraz a € (2:7), AŃWIBZ OŚ NZ 
b) cos2a = $ oraz a € (%;27), d) cos2a = —; oraz a € (%;27). a) sina = ©, cosa = LE, 
tga=< 


a) Wyprowadź podane obok wzory. 


¡besa b) sina = 2, cosa = = 
Se tga= 


Ą A n . ¿ES Q n 
b) Oblicz sin $ i cos 5. [cos $| = 
: — JB = 48 
: ; i ZEE ; c) sina , COS Q ; 
Oblicz sin $ i cos $, jeśli wiadomo, że: : l- ewa S > 
2 293 , [sin £| z mm tga = A 
_3 : ; 
a) cosa = 5 oraz a € (0;5), d) sin a = 8 cosa= ŚŚ, 
b) sina=-$ oraz a€ (1, 27). tga = —v2 


8. a) Korzystamy ze wzorów 
. Przeczytaj podany w ramce przykład. z ćwiczenia 4. 
cos a = 2 cos? 5= 
Wyznacz zbiór wartości funkcji f(x) = sin z + cos z. cos — FEE 


sin z + cos z = VA(Lsino 2 cos z = 


= v2(sin z cos 7 + cos z sin 7) = v2sin(z + 7) 


= in? 2 — l=cosa 
Zatem zbiorem wartości funkcji f jest przedział (—v2; V2). e 2 
[sin z = tsosa 
Wyznacz zbiór wartości funkcji f i naszkicuj jej wykres. A GERE 
, i b) sin 5 = E 
a) f(x) = sin x — cos x c) f(x) = V3sinzx + cos x EE 
; Ñ q E = 
b) f(x) = sin z + V3cosz d) f(x) = sin z — y3cos x = E = 
9. a) sin $ = Y, cos $ = 
Wskazówka. W podpunkcie b) zauważ, że f(x) = (3 sin z + 3 cos z). ) 3 > 5 : 
a __ 245 (o V5 
b) sin 5 Ko GOJ 5 z 


11. 


12. 


10. 


11. 
12. 


Oblicz tg 2a, jeśli wiadomo, że: 
a) tga= +4, b) tga=v2-1, ctga=v2+1, d)tga=2+ y3. 
Oblicz tg(a + 8) i tg(a — 6), jeśli tga = V2, a tg B = 242. 

a) f(x) = v2sin (x — 7), f(D;) = (-V2;V2) 

b) f(z) = 2sin (z + Z), f(D) = (-2;2) 

e) f(z) =2sin (z + 3), f(D) = (-2;2) 

d) f(x) = 2sin (z — 3), f(Dę) = (-2;2) 

a)  b)1 c) -1 d-% 

tg(a + 6) = —v2, tela — 8) = -$ 
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Uczeń: 
— zapisuje dany kąt w 


*1.13. Wzory redukcyjne 


postaci 


k. 3 +0 lub k- 90° + a, gdzie 


keZ, Wzory redukcyjne pozwalają wyrazić wartości funkcji trygonometrycznych 
— wyznacza wartości funkcji dowolnego kąta za pomocą wartości funkcji trygonometrycznych kąta należą- 
trygonometrycznych danych cego do przedziału (0; 7). 


kątów z zastosowaniem 
wzorów redukcyjnych (także EJ Przykład 1 


z wykorzystaniem tablic 


Udowodnij wzór redukcyjny. 


wartości trygonometrycznych wz" z 
lub kalkulatora), a) sin (Z + a) = COSO c) tg(Z T a) = -ctga 
— wyznacza wartości funkcji b) cos(Z + a) = —sina d) ctg(7 + a) = -tga 
trygonometrycznych danych 
kątów z zastosowaniem Skorzystamy ze wzorów na sinus sumy kątów i cosinus sumy kątów. 
własności funkcji trygono- a) sin(7 + a) = sin 5 cos a + cos 5 sin a = 1: cosa + 0 - sin a = cos q 
metrycznych. : . . . 
b) cos(% + a) = cos 5 cos a — sin 5 sina = 0: cosa — 1 -sina = —sina 
> sin( 7+a) cosa 
c) tg(5 + a) cos( 5+a) — sina OFE 
z z cos( 5 +a) akina 
d) ctg( 2 T a) sin( 7 +a) cos a tga 
Wzory redukcyjne 
sin(—a) = — sina sin(7 — a) = cosa sin(7 + a) = cosa 
cos(—a) = coso cos(7 — a) = sina cos(7 + a) = —sina 
tg(-a) = -tga tg(5 — a) = ctga tel +a = —ctgo 
ctg(-a) = — ctga ctg(7 — a) = tga ctg(7 + a) = - tga 
sin(T — a) = sina sin(r + a) = —sina : ; 
Wzory redukcyjne moż- 
Cos(T — a) = — cosa cos(Tr + a) = — cosa na stosować dla tych ką- 
tglr-a)j= igo tg(r + a) = tga tów, dla których dana 
funkcja jest określona. 
ctg(r — a) = —ctga ctg(Tr + a) = ctga 
sin(7 — a) =-cosa  sin(Ż7 +a) =-cosa  sin(27— a) = —sina 
cos(T —a)=-—sina  cos( + a) =sina cos(27 — a) = cosa 
tg( — a) = ctga te( + a) = -ctga tg(27 — a) = —tga 
ctg(% — a) = tga ctg( 3 + a) = -tga ctg(2T — a) = — ctga 
p] Ćwiczenie 1 
Udowodnij wzór redukcyjny. 
a) sin(r — a) =sina b) cos(r — a) = — cosa c) tg(r—a)=-tga 
Ćwiczenie 1 
a) sin(r — a) = sin 7 cos a — cos T sin œ = 0 : cosa + 1: sina =sina 
b) cos(mr — a) = cos rr cos a + sin r sina = —1 - cos œ +0: msina = — cos q 
A me ma leć 
Multiteka 


e Wzory redukcyjne 
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W podanych wzorach redukcyjnych miarę kąta można przedstawić w postaci 


En + a, gdzie k € N oraz a € (0; z). Zauważmy, że: 


e jeśli k jest liczbą nieparzystą, to funkcja sinus 


zmienia się na cosinus, a funkcja cosinus — na sna>0 | sina>0 

Sia „id PRE : . AN cosa < 0 cos a > O 

funkcję sinus (mówimy, e funkcja zmienia się na lane len >0 

cofunkcję). Analogicznie jest dla pary funkcji tan- ctga<0 | ctga>0 
gens i cotangens; 4 

e jeśli k jest liczbą parzystą, to funkcja pozostaje | gna<o | sna<0 

bez zmiany; cosa < 0 cosa > 0 

e znak plus lub minus przed funkcją zależy od tego, tga > 0 tga <0 

ctga > 0 ctga<0 


czy wartość wyjściowej funkcji jest dodatnia, czy 
ujemna w danej ćwiartce układu współrzędnych. 


Dla kątów, których miary podano w stopniach, wzory redukcyjne mają nastę- 
pującą postać: 


Wzory redukcyjne 


sin(—a) = — sina 
cos(—a) = cosa 
tg(-a) = -tga 
ctg(—a) = — ctga 
sin(180? — a) = sina 
cos(180° — a) = — cos q 
tg(180° — a) = -tga 
ctg(180° — a) = — ctg a 
sin(270° — a) = — cosa 
cos(270° — a) = — sin q 
tg(270° — a) = ctga 
ctg(270° — a) = tga 


sin(90° — a) = cosa 
cos(90° — a) = sina 
tg(90* — a) = ctga 
ctg(90” — a) = tga 
sin(180” + a) = — sina 
cos(180° +a) = — cos a 
tg(180° + a) = tga 
ctg(180° + a) = ctga 
sin(270 + a) = — cos a 
cos(270° + a) = sin a 
tg(270* + a) = — ctga 
ctg(270° + a) = -tga 


sin(90° + a) = cosa 

cos(90° + a) = —sin a 
tg(90° + a) = — ctga 
ctg(90° + a) = — tga 


Wzory redukcyjne moż- 
na stosować dla tych ką- 
tów, dla których dana 
funkcja jest określona. 


sin(360°— a) = — sin qa 
cos(360° — a) = cosa 
tg(360° — a) = — tga 
ctg(360*— a) = — ctg a 


Przykład 2 
Oblicz sin 2107, korzystając ze wzoru sin(270? — a) = — cos q. 


sin 210° = sin(270* — 60%) = — cos 60° = —3 


Zauważ, ze ten sam wynik otrzymamy, zapisując kąt 210° w postaci 180° + 30° 
i korzystając ze wzoru sin(180” + a) = — sina. 


1.13. Wzory redukcyjne 59 Em 


Ćwiczenie 2 


> sin(180” + 60”) = — sin 60° = 
= 
b) cos(90*y 30°) = — sin 30° = 3 


c) tg(180” + 45°) = tg 45 — =1 
d) cos(5m + 2m) = cos 5 


37 


Z 3) = COS $ > 
e) sin(2m — 3) = -sin § = 
f) cos(m + E) = — cosę = E 
g) a 360°) = sin 30° = 5 
= tg(180° + 30°) = tg30 = 
i tg(45* 360°) = tg 45° = 1 
j) sin(-3m) =-sinz = de 
k) cos ĉr = — cos $ = —4 


Odpowiedzi do zadań 


2. a) -3 b) -2 o) d); 
O a A 
IS 
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Przykład 3 
Oblicz cos(— r). 
cos(— qr) = cos Er = cos(—a) = cos a 

= cos(27 + 37) = COS 40 — Korzystamy z okresowości funkcji cosinus. 

= cos(m + z) = -cos 7 = cos(t + a) = — cosa 

= _v2 

2 

Ćwiczenie 2 
Oblicz, korzystając ze wzorów redukcyjnych. 
a) sin 240° d) cos HT g) sin(—330°) j) sin(—#7) 
b) cos 480? e) sin ¿1 h) tg(—210°) k) cos(— E7) 
c) tg 225° f) cos Er i) te(-315>) 1) ctg(-37) 
Zadania 


E] 1. Udowodnij wzór redukcyjny. 


a) sin(r + a) = —sina c) cos(żr + a) =sina 


b) cos(mr + a) = — cosa d) sin(ża — a) = — cosa 


2. Oblicz, korzystając ze wzorów redukcyjnych. 


a) cos(—$r) d) sin(-2r) g) sin zm j) cos(—117) 
b) sin m e) cos(—¿r) h) tgr k) ctg $r 
c) cos Tm f) cos(—#r) i) ctg(—łr) I) tgęm 
3. Oblicz, korzystając ze wzorów redukcyjnych. 
a) sin 120° d) cos 855” g) tg510° j) sin(—870°) 
b) sin 135° e) cos 840° h) tg 570° k) tg(—330°) 
c) cos 330° f) sin 660° i) tg 1035° 1) ctg(—750°) 
4. Oblicz, korzystając z wartości e Pa Eds 
podanych obok. 5 
a) sin 72° d) sin 666° sina | 5-1 10-25 A 
b) cos 108° e) sin(—468") -.. ao) vr TEE 
c) cos 234" f) cos(—864") Es 1 E 


5. Wiadomo, że cos x = z oraz c € (0 : z). Oblicz: 


a) sin(37 + z), b) cos(7 — z), c) cos(37 — z). 


1. a) sin(r + a) = sin 7 cos a + cos m sin a =0: cosa + (—1) : sina = —sina 
b) cos(r + a) = cos m cos a — sin r sina = (—1) - cosa — O: sina = — cosa 
c) cos ($r + a) = cos ¿reos a — sin żmsina = 0: cosa — (—1) -sina = sina 
d) sin (37 — a) 02 43 1) - cosa — 0: sina = — cosa 
4. a) sin(90” — 18°) = cos 18° = VB 


b) cos(90” + 18°) = — sin 18° = 4 

c) cos(180” + 54°) = — cos 54° = yi 

d) sin(2 - 360° — 54°) = — sin 54° = 64 

e) sin(—108 — 360”) = — sin 108” = — cos 18” = ¡DEE 

f) cos(—2 - 360” — 144”) = cos 144” = cos(180” — 36°) = — cos 36° = ES 


10. 


Oblicz. 

a) 2sin 120° + 4 cos 60° 
b) sin 420° cos(—390°) 
c) ctg 120” + tg(—210°) 


d) 4sin 45° cos 135° 
e) tg 300° ctg 210° 


2 cos 120° ó 
) ctg 120? tg 45 


g) sin” 310° + cos? 310° 
h) cos? 45° + sin? 225° 
i) tg? 780° — 3 ctg? 420° 


Oblicz. 


a) sin gr + cos(—1) T 


d) sin hr + cos(—3m) 
b) 6tg 37 cos ir e) sin? (— Er) + cos? Tm 


3 COS g 


c) 8sin Zm cos(—3r) f) sin sin 7 cos Y 


Przeczytaj informację w ramce. 


Wzory redukcyjne można uzasadnić, korzystając z odpowiedniego prze- 
sunięcia wykresu funkcji trygonometrycznej. Poniżej przedstawiono 
uzasadnienia wzorów: sin(7 + x) = cos z oraz sin(Ż2 + z) = — cos x. 


Ys 


y sin(5 +1) 


TY = sin Y 


Wykres funkcjiy = sin(Y + z) pokrywa 
się z wykresem funkcji y = cosz. 


an 


Wykres funkcji y = sin (77 + z) pokrywa 
się z wykresem funkcji y = — cos z. 


Uzasadnij wzór, stosując odpowiednie przesunięcie wykresu funkcji. 


a) cos( +x) =sinx b) cos(r— z) =—cosz c) tg(7 + 1) = —ctgz 
Korzystając Z Pó nero obok frag- a ewa | e aga 
di tablic pais ARE trygo- 31° 0,5150 0,8572 0.6009 1.6643 
KOH AGGA 32 0,5299 0,8480 0,6249 1,6003 
a) sin4137, d) sin589°, | 33° 0,5446 0,8387 0,6494 1,5399 
b) cos 769°, e) cos860%, | 34° 0,5592 0,8290 0,6745 1,4826 
c) tg 597", f) tg 954”. 35° | 0,5736 0,8192 0,7002 | 1,4281 
K ta 7 dok 36 0,5878 | 0,8090 0,7265 | 1,3764 
OrZyStAJQC ZO WZOTOW a „d. | g7o |0,6018 | 0,7986 | 0,7536 | 1,3270 

nych, uzasadnij, że wartości funkcji 
38° 0,6157 | 0,7880 0,7813 1,2799 

trygonometrycznych dowolnego ką- 
: a 39° 0,6293 0,7771 0,8098 | 1,2349 

ta można wyrazić za pomocą warto- 
was A 40° 0,6428 | 0,7660 0,8391 1,1918 

ści funkcji trygonometrycznych kąta 
41° 0,6561 0,7547 0,8693 | 1,1504 


należącego do przedziału (0°; 45). 


Dla dowolnego kąta 8 istnieje kąt a € (0°; 90°) taki, ze 8 =k- 90° + a. 

Jeżeli a € (07;45”), to korzystając z odpowiedniego wzoru redukcyjnego, warto- 
ści funkcji kąta k- 90° + a możemy wyrazić za pomocą wartości funkcji trygono- 
metrycznych kąta a. 

Jeżeli a € (45°; 90°), to 8 = (k + 1) - 90° — (90° — a) i (90° — a) € (0°; 457). 

Zatem korzystając z odpowiedniego wzoru redukcyjnego, wartości funkcji trygono- 
metrycznych kąta (k + 1) - 90° — (90° — a) możemy wyrazić za pomocą wartości 
funkcji trygonometrycznych kata (90° — a). 


6. a) V3+2 b) e) -24 
d) —2 e) -3 f) v3 
g)1 h)1 i)2 
) 1 b) —3v3 e) 2v2 d) 0 

e) 3 z 
) 


8.a 
KN 
y= cos (3% +e) 
O X 
Y = CORT 
b) 
Ay Ra 
ys='eos(fr — ©) 
O X 


9. a) sin 53° = cos 37° ~ 0,7986 


b) cos 49° = sin 41° = 0,6561 
c) tg 57° = ctg 33° ~ 1,5399 
d) sin 229° = — cos 41° = 


= —0,7547 
e) sin 140° = — cos 40° ~ 
= —0,7660 


f) tg54 = ctg 36° = 1,3764 


1.13. Wzory redukcyjne 61 EEEE 


Uczeń: 

— rozwiązuje proste równania 
trygonometryczne, 

— rozwiązuje równania trygono- 
metryczne, wyłączając 


wspólny czynnik poza nawias. 


Multiteka 


e Równania trygonometryczne — 
sinus 

e Równania trygonometryczne — 
cosinus 

e Równania trygonometryczne — 
tangens 
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*1.14. Równania trygonometryczne (1) 


Przykład 1 
Rozwiąż równanie sin 2x = 1. 


Podstawiamy t = 2x i otrzymujemy równanie pomocnicze sint = 1. 
4Y y= 1 


Z wykresu funkcji sinus odczytujemy rozwiązania równania sint = 1: 
t= 3 + 2km, gdzie k € Z 

Wracamy do niewiadomej x: 
2x = 7 + 2kr, gdzie k € Z 


2 
x =4 + km, gdzie k € Z 


Przykład 2 
Rozwiąż równanie sin(2x — 5) = 3. 


Podstawiamy t = 2x — 4 i otrzymujemy równanie pomocnicze sint = >. 


qe y= 


1 
2 


Z wykresu funkcji sinus odczytujemy rozwiązania równania sint = ]: 


2 


t=$£-+2kn lub t = Čr +2kr, gdzie k € Z 
Wracamy do niewiadomej x: 
TT t— +] : 
20 — = 5+2km lub 2a — 6 = ¿m+42kr, gdzie k € Z 
2x = 3 + 2kn lub 21 =r +2kr, gdzie k € Z 
x= f$ +kr lub z=x+km,gdziekeZ 


Ćwiczenie 1 
Rozwiąż równanie. 


a) sin3z = 1 g) 6sin(r — F) =3 


4 
b) cos2x = —1 e) cos(3x + 7) = Y h) 2sin rg — v3 = 0 
c) cos4g = 5 f) cos(2x + Z) = —3 i) 2cos2rz + v2 = 0 
Ćwiczenie 1 
JRE 2422 me Z 
bu=Z+kmkeZ 
c) 1=5+% lbx=-5+%,keZ 
0) a= ; tkr lvl 1 == Se liar kez 
e) z s + 7 lub x= + 27, k Z 
f) 2=3+krlubr=-H+kr,ke Z 
g) z = 2 + 8k lub x = +8k, ke Z 
h) x = $ + 2k lub z = ĉ + 2k, ke Z 
iz=i+klubr=2+k,keZ 


Przykład 3 
Oblicz sumę dziesięciu najmniejszych dodatnich pierwiastków równania 
sin? g = 1. 
sin? g = 1, gdy sin x = 1 lub sing = —1 
Pierwiastkami równania sin? z = 1 są liczby postaci: z = 5 + km, gdzie k € Z. 


Suma dziesięciu najmniejszych dodatnich pierwiastków równania jest równa: 


1+(7+r) +(5+2r) +...+ (7497) =10-7+(142+...+9)m = 
= 5r + 45m = 507 
Ćwiczenie 2 Ćwiczenie 2 
Oblicz sumę dziesięciu najmniejszych dodatnich pierwiastków równania. a) x=kr,keZz 
a) cos? x = 1 b) 2sin? z = 1 c) 4sin? z = 3 Ko ABA a Z 
DS WE 
Ćwiczenie 3 s RAD a E z 
: A j ż ; i F = Z + kr lub z = S$ + kr, 
Ile pierwiastków równania należy do przedziału (0; 4m)? a 7 a sj 
a) sin? 3x = 1 c) cos? (x — 2) = + e) |V2sin(x — 2)| =1 E rek pa Śzę dl lime odl 
4 4 4 3 3 3 3 3 3 
b) 2cos? 2z = 1 d) sin?(x + 7) = 4 f) |v3cos(z + 7)| = 1,5 Paneg ÓN 
Ćwiczenie 3 
Przykład 4 ajc=4+45,k€Z 


12 pierwiastków 
b)r=Z+47,keEZ 

16 pierwiastków 

c) x = zm + kn lub 

x= BT +knr,k€EZ 

8 pierwiastków 

d) x = km lub z = 3tkm keZ 
9 pierwiastków 
e)1=*Y,keZ 

9 pierwiastków 

f) x = kr lub z = ¿n+kr,k € Z 
9 pierwiastków 


Rozwiąż równanie tg 4x = v3. 


Zakładamy, że 4x 4 4 + km, gdzie k € Z, 
czyli x Æ 5 + EZ, gdzie k € Z. 
Podstawiamy t = 4x i otrzymujemy rów- 
nanie pomocnicze tgł = v3. Z wykresu 
funkcji tangens odczytujemy rozwiązania 
tego równania: t = 3 + km, gdzie k € Z. 
Wracamy do niewiadomej z: 

41 = 3 + km, gdzie k € Z 

r= 5 +, gdzie ke Z 


Ćwiczenie 4 

Rozwiąż równanie. 

a) tg2x = —1 c) tg 2z =3 e) 3tg(2r + 7) = v3 
b) 3tgra = V3 d) 3tg"5=1 f) v6tg(3x — Z) = 3V2 
Ćwiczenie 5 

Oblicz sumę pierwiastków równania należących do przedziału (0; r). 

a) tg? 20=1 b) tg? 4r =1 c) tg? (2+7) =1 
Ćwiczenie 4 

a) r=—74+ 352 kEZ 

b)zr=z+k,kEZ 

c)z=-g ,T=Z+7,k Z 

d) z = -Z + 2kr, £ = Z +2kr, k E€ Z 

e) =-5+*,keZ 

f) =2Tr+%,keZ 

Ćwiczenie 5 

a) +57 +52 E = 2m 

Jr a 

c) 5 
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Zadania 
Odpowiedzi do zadań 


1.a)r=5+7,k€Z 1. Rozwiąż równanie. 
b) e= jam a) sin4x = 1 c) 2cos(2x — 7) = 1 e) 2cos(7 — z) = -v2 
t= > m, 


= E 
o 2. Rozwiąż równanie. 
d) x = t +4kr, z = 2r +4kr, 5 
keZ a) tg4xr = —1 c) tg(2x— 5) = $ e) 3tg(2 +2) = -v3 
AE z +2kn, z = n+2km, b) tg6x = V3 d) te(3x + 7) = v3 f) v3ctg(2x— 7) = —1 
f) c=g+gkn,x = E-+5kr, 3. Rozwiąż równanie. 
keZ a) sin? 4g = 1 c) 4sin”(z — 7) =3 ) |2cos3z| = 1 
» gosia 17 b) cos? 3x = 3 d) 6cos?(r +7) =3 f) |sinżz-3j|=F 
bx=X+%,keZ 4 4 2 2 
e)1=3+%,keZ 4. Rozwiąż równanie. 
oiu k a) tg(dr-2)=1  b)3tgr2=1 c) |V3tg(z + 7)|=3 
e) r = —2r +2kr, k € Z 2 6 
1) 1=-4+%,ke2Z 5. Przeczytaj podany w ramce przykład. 
3.ajr=34+%,keZ 
b) z = + ES, DS 157 H EZ, Rozwiaz równanie sin? z = 3sin z. 
o E p sin” z — 3sinz = 0 
A mis: T, : ; Ke 
kEZ _ sn z(sin z =D 
dr="kEZ singz =0 lub sing =3 
e) r=-3+4, r534, Równanie sin 1 = 3 jest sprzeczne. Równanie sin z = 0 jest spełnione 
kez przez liczby postaci x = kn, gdzie k € Z — jest to rozwiązanie równania 
f) r=3+kr, s=, keZ wyjściowego. 
4.a) r= 4+5, keZ 
b)r=-5+k,c=g+k, Rozwiąż równanie. 
keZ . 2 A 3 š 28 š 
) ze) ank a) sinf z = —sinz c) sn'z+sinz=0 e) 4sin' z = sin x 
c) z - km, z m 
wen E b) 2cos? z = cos x d) 2cosx—cosr=0 f) 3cos* x =4cosz 


6. Rozwiąż równanie. 
a) tg” a+tgz=0 b) tg? z = tgr c) te?x=vV3tgx 


7. Podaj rozwiązania równania należące do przedziału (—r; 2r). 
a) 2sin* x = sing c) 4cos xz — cosx =0 e) V3tglx+tgx=0 
b) 2cos? gz =y2cosz d) sina —4sin*r=0 f) 3tg? 2x —tgłx=0 


8. Rozwiąż równanie. 


a) cos2z(l+tga)=0 b) sinxtg2x = sinz c) cos2q = sin 4z 
5. a) z = -5 +2km, x =km,k€Z 7. a) —m,0, 6; žr, M 24 
b)1=-3 + 2km, 1 = 3 + 2km, b)-2,-2,2,2,3m, Ir 
=ż 2 A 4. 8. B 
W +kr, keZ c) 3T, Za a E E 31) ZM, 37 
= 2 2 5 
„aaa A = 6) "w = =, 0), E, 5% w giń SW, dw 
di=3+km0=3I+%,keZ 6) =m, =, O: r, T Er, 27m 
e)c=-g+kn,v= y tka, f|=n =p 2 a 8 m 0 
o E 20 maż 12: Ys 
c=kn,keZ m 5 x 7 11. 8. ys 3 
f)r=ZT4+kn,keZ IM 15% q Dh mó dy 1 pus yu 
ZERO La ża, dw 
12% TE 
6.a)r=-3 +kn,u=kn, keZ ao z pez 
: Ss 
Di km, =kmr,keZz b) r= 7 i ly her 
p] 1 
c)xr=Z+km,c=kn,k€Z R a 
c) z 12 7 kr, £ pra kr, 
AS 
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Uczeń: 

— rozwiązuje równania trygono- 
metryczne, które można spro- 

Przykład 1 wadzić do równań wielomia- 

Rozwiąż równanie 2sin* z + sin x — 1 = 0. nowych, 


*1.15. Równania trygonometryczne (2) 


— stosuje wzory na sumę 


Podstawiamy t = sin x, zakładamy, że t € (—1;1), i otrzymujemy równanie O AOS 
1 róznicę sinusów 1 COSINUSOW. 


kwadratowe: 
2? +t-1=0 
A=1+8=9, VA=3 
— 123 _ —_ -148 _ 1 
a e id 
Wracamy do niewiadomej z: sina = —1 lub sing = E. 


Z wykresu funkcji sinus odczytujemy rozwiązanie równania: 


x = Żm + 2kr lub z =g+2kn lub x= gm + Żknm, gdzie k € Z 


Uwaga. Powyższe rozwiązanie można też zapisać w postaci z = g + km, gdzie k € Z. 


Ćwiczenie 1 
Rozwiąż równanie. 
a) 2cos? x —cosz = 1 c) tg” x +2tgz+1=0 
cos x= + cos? x + 1 
b) 2cos? x + 5cosg +2 = 0 d) - 1-0 
sin uz 
Przykład 2 A Ćwiczenie 1 
Rozwiąż równanie sin” z — cos? z —1=0. a) cosx = —1 lub cosz = 1, 
m m SE r E 277 
Korzystamy z jedynki trygonometrycznej i otrzymujemy: © = — 3 + Żhm lub 
sin? z — (1- sin? z) -1=0 a = 2% + 2km lub z = 2km, 
e u keZ 
2sin“x-2=0 b) cosa = —1, 
sing = 1 lub sing = —1 © = — = + 2km lub 
x= 1 + km, gdzie k € Z c=. 2km kEZ 
— . c) tgr=-—1, 
Cwiczenie 2 B==4G 41% SEZ 
Rozwiąż równanie. 1 
d) cost = —5, 
a) 2cos? x + 4sin? z = 3 c) 2cos? x +sin? z = 2cosx +1 x = —2 + 2kr lub 
b) 4cos? x — sin? z = —1 d) 2 + sin? z = 4 — cos? z + cos £ m= P +2km, keZ 
Ćwiczenie 2 
a) cos2x=0,0=%+*,k€Z Multitega 
b) cosx = 0, z = z+ km, keZ e Równania trygonometryczne — 
6) cn = 0, wm = 2 ley BEZ sinus 
e Równania trygonometryczne — 
d) cosz l,c=n+2kn,keZ cosinus 
e Równania trygonometryczne — 
tangens 
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Ćwiczenie 4 
a) cos2x=1,2=km,keZ 
(0), Gr, gr 


L WB K kr 
b) cos 4x = %, © 24 1 


ER kr 
lubr=3+%,k€eZ 
mo 13 23 25 35 


24> 24) 24) 2470 24) 247 
Tr, Sr 

c) sin4r = —1, r = 5 + E, 
keZ 

2, La, e, E 


ES 


d) sms" poc jn 
lub z = $n + kr, k€ Z 


w 3 9 
PAN 


HA 66 1. Funkcje trygonometryczne 


Przykład 3 
Rozwiąż równanie 2sin z cos x — sina — 2 cosx + 1 = 0. 
Grupujemy wyrazy znajdujące się po lewej stronie równania. 
sin z(2cosg — 1) — (2cosx — 1)=0 Wyłaczamy wspólny 
czynnik. 
(2cosz — 1) (sinx—1)=0 
1 


cosx => lub sing=1 


x = —§ + 2km lub x = § +2kr lub x= į + 2km, gdzie k € Z 
Zatem z € 1-5 + 2km, Z + 2km, 5 +2km:k € Z). 


Ćwiczenie 3 

Rozwiąż równanie. 

a) 2sinxcosz + 2sin x — cos x — 1 = 0 

b) 4sin z cos z — 2 cos x — 2sin z + 1 = 0 

c) 2sin z cos z — V3 cosx + 2sin z — V3 = 0 
d) 4sin z cos z + 2V3 sin z = 243 cos x + 3 


Przykład 4 
Wyznacz te pierwiastki równania 4 cos 5x cos 2x = 2cos7x + 1, które należą 
do przedziału (0; r). 
Korzystamy ze wzoru na cosinus sumy kątów: 

cos 7x = cos(5x + 2x) = cos 5x cos 2a — sin 5x sin 2x 
Zatem równanie można zapisać w postaci: 

4 cos 5x cos 2% = 2 cos 5x cos 2x — 2sin 5x sin 22 + 1 

2 cos 5x cos 2x + 2sin 5z sin 2x = 1 


2cos(5x — 2x) = 1 


Korzystamy ze wzoru 
i cos(a — 8) = 
cos 3T = 3 = cos a cos 8 + sin a sin 6. 
3x = —z + 2km lub 3x = 3 +2kr, gdzie k € Z 
= 12m = 242 i 
=-34% lub z= + 3 ,gdziekeZ 


Do przedziału (0; r) należą pierwiastki: z = 5, z 57 


7 
T gT: 


Ćwiczenie 4 
Wyznacz te pierwiastki równania, które należą do przedziału (0; 27). 
a) 2sin5zsin 3a = 1 — cos8z 

b) 4cos3x cos z = 2cos2x + y3 


c) 2sin 3x cos x = sin2x — 1 
d) 4sin 5x cos 3x = 2sin8x + y2 


Ćwiczenie 3 

a) (2sinx— 1)(cosz +1) = 0 

© = 5 + 2km lub z = gm + 2km lub x= (2k +1), k€ Z 

b) (2cosz — 1)(2sin x — 1) = 0 

© = -—} + 2km lub z = 5 + 2km lub z = 5 + 2km lub z = gn + 2kr, k € Z 
c) (cosa + 1)(2sin z — V3)=0 

T= 3 + 2kn uba 31 + 2kr lub z = (2k + 1)m, keZ 
d) (2sin z — V3) (2 cos z + v3) = 0 


x = 3 + 2kr lub z = 31 + 2kn lub z = om + 2kn lub z = ZT + 2kn, ke Z 


Zadania SE. > 
Odpowiedzi do zadań 


1. Rozwiąż równanie. 1. a) £ = Z +2kr, x = 5 +2km, 
a) 2sin*x + 3sinz — 2 = 0 d) cos? z + 2sinx = 1 kez 
b) cos? z + 6cosz+5= 0 e) 2sin?° z — 3cosz = 3 b)x=mr+2kn,kEZ 
._2 . a 2 4 = c) a= Fokm, 
c) 2sinóx — sing = 1 f) tg c—żvV3tgz+1=0 RSE 
2. Rozwiąż równanie. c=5+2km keZ 
a) sin 2x = cos x d) cos? z — cos 2x = 1 d)r=kn kEZ 
b) cosz + sin 2z = 0 e) sin 2ztgr = sinz e) Pa I 
, , c= —gn + Żkn, 
c) cos2x — sin x = 0 f) singcost = z3 A 
3. Rozwiąż równanie. f) z= § + kr, x = 3 + kr, 
keZ 


a) 2sin2r + 2sinz = 2cosz +1 d) sin” 2x + 6sin” x= 6 


2. a)c=$ + 2km c= 3 + km, 


b) 2sin? x — sin? 20 = cos? 2x *e) 1 + sin2x = cos2x SB CZ 
=> : 
c) sin” 2x — cos? 2x = 1 — 2sin*xz *f) 5(cos4z — 1) = cos? z b) c = — Ër + 2km, 
EET : ; i oa 7 i == +2kn, x= 3 + kr, 
4. Znajdź liczby należące do przedziału (0; 27) i spełniające równanie: A Ez E MA 
. _ : 4 4 = 1 
a) sinz + cosg = 1, d) sinf z — cost z = 3, c) 1 = Zręlkn,r = Z +2kr, 
b) sin z — cos x = 1, e) sin” z + costz = 4, c=gm+ 2kn,kEZ 
c) V3cos zx + sin z = 2, f) sinó x — cost z = cos 4z. d)1=3+kmk€eZ 
, , e) x = kr, x = 5 + 2kn, 
5. Rozwiąż równanie. g=Bnr+2kmr,kEZ 
a) sin z — —— = tgz — 1 c) sin2x — V2 cos z = V2sinx — 1 f)jc=z+km £= ĉn + km, 
b) tgx — 2sin z = 2 — - d) cos2x = 1+ 2V2 sin? z cos x 5-2 
SOS 3. a)x=$5g+2km, c = ĝn+2kr, 
*6. Wyznacz największy ujemny pierwiastek równania. z= n + km, z = gn + 2km, 


3 
a) 4sin 6z cos z — 2sin5r = 1 c) 2sin 2x cos? 2x — sin 2x cos 4a = 1 kEZ 


b) 2sin 6x sin 3x = 1 — cos 9x d) sin? 2x + sin4« = tg 2x 


snf=sna & 6=a+2kn lub 8 = (r — a) + 2kr, gdzie k € Z 


d)r=Z+kn,kEZ 
cos8 = cosa $ 8=a+2kmn lub 8 = —a + 2km, gdzie k € Z e) x = ĉn+kr, z =kr,k € Z 
f)r=Z+km,kEZ 
*7. Rozwiąż równanie, korzystając z powyższej własności. AL) 26 5) w 6) 6 
a) sin 3x — sin 2z = 0 d) cos 4z + cos 3g = 0 d) 4, 37, $r, 5T 
b) sin 4x + sin 3x = 0 e) cos 3x — cos(u — z) =0 e) 2 im, ZM, tr 
c) cos5x — cos3x = 0 f) sin2x — sin(x + z) =0 f) 3, 3, 8m, im, ŻW, En 
5. a) r= 2kr,k €Z 
b) s = -3 +2kr, s = $ +2km, ke Z 
6) + ==% 4, mm = E 20, 6 37 +2kn,keZ 
GIG = GE, e ¿7 2kT, £ m F2kT, ke Z 
.a) -3 b) -ga c)-¿m d)-¿m 
a EJ) GB E 60 E żkm, kez 
b)x=żkn,z=(2k+l)n,kEZ 
e)s- = kez 
d) z = Z + Žkr, z = (2k +1)r, k€ Z 
e) s=- p tkr z= EZ k Z 
f) 1=3+2kn,c=3n+żkn,kEZ 


1.15. Równania trygonometryczne (2) 67 Emme 


Suma i różnica sinusów, suma i różnica cosinusów 
Twierdzenie 


Dla dowolnych a, 6 € R prawdziwe są poniższe wzory. 


sin a + sin 8 = 2sin ate - COS aL suma sinusów 
2 5 UA sn a-B a-+B RI a 2 
sin a — sin 6 = 2sin SS - cos S różnica sinusów 
cos a + cos 8 = 2 cos e - COS aL suma cosinusów 
cos a — cos 8 = —2sin are - sin at róznica cosinusów 
owód wzoru na sume sinusów 
Dowód 
Niech x = eHe, y= £, wówczas £ + y = a oraz x — y = p. Zatem: 


sin a + sin 8 = sin(x + y) + sin(x — y) = 
= sin 1 cos y + cos x sin y + sin x cosy — cos x sin y = 


+8 a—B 
2 COS -3 


= 2sin z cosy = 2sin * 
aS Dowody pozostałych wzorów przeprowadza się analogicznie. 
2 sin z cos 2x = 2sin x cos z Przykład 
sin x(cos 2x — cos z) = 0 


3 
2 


Rozwiąż równanie sin 5x + sin x = 0. 
sin (—2sin 31 sin 5) = 0 
5c+« 5i—= 


=> lio => km, kez sin 5x + sin x = 2sin 2 COs- = Korzystamy ze wzoru na sumę sinusów. 
b) —2sin 3x sin 2r —sin 3x = 0 = 2sin 3x cos 2% 
sin 3z(2sin 2x + 1) = 0 Zatem zapisujemy równanie w postaci: 


£=- ŠT + kr, 
IZ, 


1 © 
c) 2cos 4x(cos2x + sin x) = 0 


2sin3x cos2z = 0 


p= 
sin3x=0 lub cos2z =0 


cos 4x = 0 lub 3x = kr lub 20 = $ + kr, gdzie k € Z 

cos 2x + cos (Z — z) = 0 z== lub r= 3 ++, gdzie k € Z 

cos (Z — Z) cos (3x — 7) =0 

2=-—¿n+2kr, 1. Rozwiaz równanie. 

I= s oe a) sin 3a — sin 2g = sin z c) cos6x +sin5x + cos 2x = sin 3x 
a=2+%,2=2+2kn, : f A 
EZ $ 2 s b) cos5x — sin 3x = cos z d) cos 7x — sin 7x = cos x — sin z 

d) 2sin 3z(sin 4z +cos4x) = 0 2. Korzystając ze wzoru na sumę sinusów lub sumę cosinusów, oblicz wartość 
sin 3x = 0 lub wyrażenia: 


sin 4r + sin (5 4x) =30 


2 a) 2cos 70° cos 10° — cos 80°, c) sin 37°30’ cos 7930", 
v2 cos (4x Fa 3) == 0 q o o a o o ! o 7 
=" ke pala b) 2sin 115° cos 70° — sin 185°, d) cos 52°30’ cos 7°30'. 
keZ Wskazówka. W podpunkcie a) znajdź kąty a i 8 takie, że até = 70? i 2 = 10°. 


2. a) a = 80°, 8 = 60°, 
2 cos 70° cos 10° — cos 80° = cos 80° + cos 60° — cos 80° = cos 60° = 5 


— 185. 8 = 45°, 42 
b) a = 185°, 8 = 45°, L 
d) a = 45, 8=30, HE 

— 60°. 8 = 45°, 14⁄2 
d) a = 60°, 8 = 45°, 12 


"mmm 68 1. Funkcje trygonometryczne 


*1.16. Nierówności trygonometryczne 


Przykład 1 
Rozwiąż nierówność sin x > 


Z wykresu funkcji sinus odczytujemy zbiór rozwiązań nierówności: 
TE (z + 2km; Sm + 2km), gdzie k € Z 


Powyższy zapis oznacza, ze zbiór rozwiązań nierówności jest sumą wszystkich prze- 
działów postaci (3 + 2km; 37 + 2km), gdzie k € Z. 


Ćwiczenie 1 
Rozwiąż nierówność. 
c) cos z < — 


a) 2sinx < 1 b) cosa > —3 


NI 


Przykład 2 
Rozwiąż nierówność cos? z > 4. 


Zauważmy, że nierówność cos? x > 4 jest równoważna dwóm warunkom: 


lub cosx > 3 


Z wykresu funkcji cosinus odczytujemy zbiór rozwiązań nierówności: 
z E (-5 + 2km; 5 + 2km) lub x € (27 + 2km; $n + 2km), gdzie k € Z 


Odpowiedź można zapisać prościej: z € ( 3 HA kr), gdzie k € Z. 


Ćwiczenie 2 
Rozwiąż nierówność. 
a) 2sin*x < 1 


b) 4cos?x > 3 c) |cosz| < 


Kl 


Ćwiczenie 3 

Dla jakich x € (0;2m) zachodzi nierówność? 
a) 4sin” z > 3 b) 2c08? x < 1 c) |2sinz| < y2 
Ćwiczenie 2 

a 2 ma o Me SEN = 
b) cosg < -2 lub cos x > A, czyli x € (-4 + kr; 3 +kn),kEZ 
(3 ł kr; zm ł kr), k Z 


x +kr),kEZ 


c) —4 < cosx < 3, czyli z 


Ćwiczenie 3 

a) z € (3537) U (37:57) 

b) z € (737) U (37; 17) 

c) rE (0; z) U (Żm; ŠT) U (Tm; 2m) 


Uczeń: 

— rozwiązuje nierówności 
trygonometryczne, korzy- 
stając z wykresów odpo- 
wiednich funkcji trygono- 
metrycznych, 

— rozwiązuje nierówności 
trygonometryczne, stosując 
odpowiednie podstawienia. 


Ćwiczenie 1 
a) z € (ŠE + 2km; El + 2km), 
kez 
Da e (= ZEG 
keZ 
c) x € (7 + km; E + 2km), 
kez 
MultileZa 
e Nierówności trygonometryczne — 
sinus 
e Nierówności trygonometryczne — 
cosinus 
e Nierówności trygonometryczne — 
tangens 
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Ćwiczenie 4 
a) 3x (3z 7 2km; 13r + 2km), 


57 j 2k7.137 , 2km 
OE ) 


d) cos 2x > 5 
2x € (-£ 
z ( T kn, R =), k Z 


236 


Ćwiczenie 5 
a) € (—7 +kn; 5 + 
b) z (F kr; Z + kn), k Z 
c) zE(-4+kr;5 
kez 


d) x € (3 +km¿r+km), keZ 


Ćwiczenie 6 

a) x € (3 +kr; 3 + kr) U 

u(3 H km; ŻE ł kr), k Z 

b) z ( s + okej Sk 
keZ 

Ćwiczenie 7 

a) z € (0; 3) U (F; 37) U (3T; T) 
b) z € 6 OR PIE 

U (367: 87) U (337; gT) 


mmm 70 1. Funkcje trygonometryczne 


Przykład 3 
1 


Rozwiąż nierówność sin 2x > 5. 


1. Z wykresu funkcji 


Podstawiamy ł = 2z i otrzymujemy nierówność sint > 5 


sinus odczytujemy: 
Y 


te (Z + 2kn; = + 2km), gdzie k € Z 
Wracamy do niewiadomej x: 
2x € (E 4 + Zkm; a | 2km), gdzie k € Z 
TE (= + kn; 57 e + km), gdzie k € Z 


Ćwiczenie 4 
Rozwiąż nierówność. 
1 b) sin2x < —5 


a) sin3x< 5 


ala 


Przyktad 4 
Rozwiąż nierówność tg x > V3. 


Zakładamy, że x 4 5 + kr, k € Z. 
Z wykresu funkcji tangens odczytu- 


jemy zbiór rozwiązań nierówności: 
a € (Z+ kr; Z + km), gdzie k € Z 


Ćwiczenie 5 

Rozwiąż nierówność. 
a) tgr < v3 c) tgx > —1 
b) tgx > 1 d) tgz < — 


— — = — — -n]a — —— >- 


=> cols 


el 


Ćwiczenie 6 
Rozwiąż nierówność: 


sig 2081. 


a) te? x > 1, 


Ćwiczenie 7 


Dla jakich z € (0;m) zachodzi nierówność: a)tg2r <1,  b)tg4x > 1? 


Zadania 


1. Rozwiąż nierówność. 
a) 2sinx < y2 


2. Rozwiąż nierówność. 


b) 2sinz > V3 


a) sin3z > —3 c) 2co52x > 1 


b) 2sin 2 < y3 d) 1 — V3cos3 < 2 f) V3ctgx < —1 


Odpowiedzi do zadań 


1.a) z € (-¿n tar +2km), ke Z 
b) z € (3 +2km; 5 27 +2kr), keZ 
c) rE (—¿n SE 2km; En +2km), ke Z 
2. a) E (-E>+3km; Gr + 3km), ke Z 
b) w € (~r + 4km; 31 +4kn), ke Z 
6) £E (=G ri G ry, ŻE 
d) x € (-5n + 4kr; 37 +4kn), keZ 
6) E (=S +lb E +b, KE Za 
Dz (Gm rkn;n+kn),kEZ 


Rozwiąż nierówność. 3. a) x E€ {Z +2kr:k € Z} 

b) z € R \ {2kr:k € Z} 
c) x E€ R\ {kr:k € Z} 
ERA 
e) r ER\ {3 +km:ke Z) 
f) x € {kr:k € Z} 

4. a) x E€ (-7;—2r)U(—3; 3) U 


e) sin? gx < 1 


f) cos? x > 1 


a) sinz > 1 c) |cosz| < 1 
b) cosx < 1 d) |sin g| > 1 


Dla jakich z € (—r; m) zachodzi nierówność? 
e) 4cos? 2r —3 <0 
f) 2sin?2x-—1>0 


a) |2cosz| > 1 c) costa > 3 


2 
b) |2sin z| > v3 d) 4sin? z < 1 


U (Gmin) 

Dla jakich z € (0; 2m) zachodzi nierówność? b) z € (-3m-3)U (337) 
ES 

a) tgx < —1 c) te?x—1<0 e) |3tg2x| < v3 a. mu 


b) 3tgx > VB d) tgłr-3>0 f) |V3tg3| >3 a 


) z E (—n;-gn)U 
U(-6: 6) U(67:7) 
e) € (Er -Zr)U 
SE os 
= e 22) U (ŻE 22 


Na rysunku obok przedstawiono 
wykres funkcji f(x) = sin 2x. Ko- 
rzystając z rysunku, podaj roz- 


wiązanie nierówności: 


a) sin2x > A, b) sin 2x < — ya, 


a) Na rysunku przedstawiono wykresy funkcji f(x) = sin æ i g(x) = cos z. 5. 
Dla jakich z € (—r;3n) zachodzi nierówność sin x > cos x? b 


b) Dla jakich z € (—m;3n) zachodzi nierówność sin z < — cos x? 


U (557; 127) U (157: 127) U 
a 
Narysuj wykresy odpowiednich funkcji i odczytaj z nich zbiór rozwiązań U (5727) 


10. 


11. 


a 
=> 


nierówności zawarty w przedziale (0; r). £) ze (ĉr; T) U (1; $r) 
a) sina < tgz b) sin 2x > cos x c) |cosz| > sina 6. a, (6 tkr; 3 + kr), 
Rozwiąż nierówność. b) x € (år + kr; $r + kr), 
a) sing + |sing|>1 b) 2cosz+ |cosz|<$ c) |sinz|-cosz>3 ea 
7.a)z€ (mim) U (3; Žr) U 
. Rozwiąż nierówność. U (2r; 3r) 
a) 2sinņ? 1 — 3sing +1 <0 c) 2sin?° z — 3cosz > 3 b) z € (=a) Ul 3m)U 
b) 2cos? z — v2 cosg > 2 d) 5cosx < 4+ cos 2g U (Gm; 37) 
8. a) z € (0; 7) 
. Rozwiąż nierówność. b) z € (2;2)U(Emr) 
a) 3tg? 1 +2y3tgzr <3 b) tg” z-tga<0 c) z € (0;7) U (3r; 7) 
a) z€ (Z + 2km; gr + 2kr), keZ 
me (3 + 2kn; 37 + 2kr), keZ 
c) xE (-7 + 2km, q +2km:k € Z) 
a) rE (5 els E + 2kr) U (3 + 2krr; gr + 2km), keZ 
b) x € (¿7 + 2kr; m + 2kr), keZ 
c) rE (37 + 2km; (2k + 1)m) U ((2k + 1)n; zr + Żkm), keZ 
d)reR 
a) z ( gg FAm + km), k Z 
b)xe(-57+km;-57+kr)U(kn;7 +km), ke Z 
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*1.17. Zagadnienia uzupełniające 


E Różnowartościowość funkcji 


Funkcja f: X — Y jest różnowartościowa wtedy i tylko wtedy, gdy dla 
każdych dwóch różnych argumentów przyjmuje różne wartości. 


Przykład 1 
a) 


Funkcja f: R > R określona za po- 
mocą wzoru f(x) = ir jest różno- 
wartościowa. 

21: 1 1 
Jeśli xı 4 Ta, to 511 É 372. 


Funkcja g: R — R określona za pomocą 
wzoru g(x) = da? nie jest róznowarto- 
ściowa. 

Na przykład —2 4 2, ale g(—2) = g(2). 


Uwaga. Dowolna prosta równoległa do osi OX (prosta o równaniu y = m) przecina 
wykres funkcji różnowartościowej w co najwyżej jednym punkcie. 


E Funkcje odwrotne 


Jeśli funkcja f: X — Y, gdzie Y jest zbiorem wartości funkcji f (tzn. dla 
każdego y € Y istnieje z € X taki, że f(x) = y), jest różnowartościowa, 
to istnieje funkcja g: Y — X taka, ze dla każdego x € X zachodzi równość 
g(f(x)) = z. Funkcję g nazywamy funkcją odwrotną do funkcji f. 


Przykład 2 1 
Funkcja g: (0; oo) — (0;oo) określona za po- 
mocą wzoru g(x) = yx jest funkcją odwrot- 

ną do funkcji f: (0; oo)  (0;oo) określonej 

za pomocą wzoru f(x) = x°, gdyż dla każ- 
dego x € (0;oo) zachodzi równość: 


YA 


g(f(2)) = g(x?) = Vz =x 


z 


Uwaga. Jeśli funkcja g jest funkcją odwrotną do funkcji f, to funkcja f jest funkcją 
odwrotną do funkcji g. Wykresy wzajemnie odwrotnych funkcji f i g są do siebie 


symetryczne względem prostej y = z. 


1. Naszkicuj wykresy funkcji f(x) = z? i g(x) = Yx — odwrotnej do f. 


Odpowiedzi do zadań 
1. 


E Funkcje odwrotne do funkcji trygonometrycznych 


Rozpatrzmy funkcję f: (—3; 3) > (—1;1) 
określoną wzorem f(x) = sin z (kolor nie- 
bieski). Jest ona różnowartościowa, a jej 


zbiorem wartości jest przedział (—1; 1). 
Funkcja g: (-1;1) = (-£;%) odwrotna 
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do funkcji f nosi nazwę arcus sinus i za- 
pisuje się ją: g(x) = arcsin x (kolor czer- 
wony). 

Wykresy funkcji f i g są symetryczne 
względem prostej y = z. 


Przykład 3 
a) sin Ẹ = 5, więc arcsin į = 4 


b) sin(-2) = — dż, więc arcsin (=£) =-5 
2. Oblicz. 
a) arcsin L b) arcsin(—ż4) c) arcsin(—1) 


Rozpatrzmy funkcję f:(0;7) = (—1;1) 
określoną wzorem f(x) = cos z (kolor nie- 
bieski). Jest ona różnowartościowa, a jej 
zbiorem wartości jest przedział (—1; 1). 

Funkcja g: (—1;1) + (0;m) odwrotna do 
funkcji f nosi nazwę arcus cosinus i za- 
pisuje się ją: g(x) = arccosz (kolor czer- 


wony ). 
Wykresy funkcji f i g są symetryczne 
względem prostej y = z. 


Przykład 4 
a) cos0 = 1, więc arccosl = 0 
b) cos 7 = 5, więc arccos į = Z 
3. Oblicz. 
a) arccos L b) arccos(- Z) c) arccos(—1) 
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Rozpatrzmy funkcję f: Ez: z) > R 
określoną wzorem f(x) = tgx (kolor 
niebieski). Jest ona różnowartościowa, 
a jej zbiorem wartości jest zbiór liczb 
rzeczywistych. 

Funkcja g: R —> (Ez; 


T 


z) odwrotna do 
funkcji f nosi nazwę arcus tangens i za- 
pisuje się ją: g(x) = arctg x (kolor czer- 
wony). 

Wykresy funkcji f i g są symetryczne 
względem prostej y = z. 

Zwróć uwagę na to, że wykres funkcji 
g(x) = arctga ma asymptoty poziome 


T 


Wo RH: 
Przykład 5 
a) tgẸ = 1, więc arctgl= Eb) tgl 


Rozpatrzmy funkcję f: (0; r) >R. okre- 
śloną wzorem f(x) = ctga (kolor 
niebieski). Jest ona różnowartościowa, 
a jej zbiorem wartości jest zbiór liczb 
rzeczywistych. 

Funkcja g: R — (0;7) odwrotna do 
funkcji f nosi nazwę arcus cotangens 
i zapisuje się ją: g(x) = arcctg z (kolor 
czerwony). 

Wykresy funkcji f i g są symetryczne 
względem prostej y = z. 

Zwróć uwagę na to, że wykres funkcji 
g(x) = arcctg x ma asymptoty poziome 
y=0iM= w 


Przykład 6 


a) ctg 5 = 0, więc arcctg 0 = 5 


4. Oblicz. 
a) arctgy3 b) arctg 4 


Eo 


więc arctg E 


6) =-1 
8 6 


b) ctg $ = V3, więc arcctg V3 = A 


c) arctg (—1) 


d) arcctg Z 


E Funkcje trygonometryczne sumy i różnicy kątów — dowody 


Rozpatrzmy katy a i 8 położone tak jak 
na rysunku obok, gdzie: 

a, B, a + 8 € (0°; 90°) 
Punkt A jest punktem przecięcia ramienia 
końcowego kąta a + 8 z okręgiem jednost- 
kowym. 
Prowadzimy odcinek AB prostopadły do 
ramienia końcowego kąta a, odcinki BC 
i AD prostopadłe do osi OX oraz odcinek 
EB prostopadły do odcinka AD. 


Kąt EAB ma miarę a (uzasadnij). 


Boki trójkąta OAB mają długości: 
|OA| = 1, |OB| = cos 8, |AB| = sin 8 
Zauważmy, że EE sin a, więc: 
2 |OB| U E 
|BC| = 
[AE] _ tk 
Podobnie LABI 7 cos a, więc: 
|AE| = 
AD ó 
oraz Da = = sin(a + 8), więc: 
|AD| = |OAlsin(a + 8) = sin(a + 8) 
Zatem otrzymujemy: 
sin(a + 8) = |AD| = |ED| + |AE| = 


= sin a cos 6 + cos asin 6 


|OB|sin a = sin a cos 8 


|AB| cos a = cos a sin 8 


[BC] + |AE| = 


Korzystając z powyższego rysunku, uzasadnij, że: 
cos(a + 8) = cos a cos 8 — sin a sin 6, gdzie a, PB, a + 8 € (0°; 90°) 
Wskazówka. Rozpatrz długości odcinków OD, DC i OC. 


Wykaż prawdziwość wzoru sin(a + 8) = sin a cos 8 + cos a sin A, gdy: 
*a) a, ß € (0°;90°) oraz a + 8 € (90°; 180°), 
*b) a € (090%) oraz 8, a + 8 € (90%; 1807). 


Uzasadnij wzory na sinus i cosinus różnicy kątów. Skorzystaj ze wzorów 
na sinus i cosinus sumy kątów oraz własności: 


sin(—8) = —sinó i cos(—8) = cos 8 


b) a € (0;90”) oraz 8, a + 8 € (90°; 180”) wi 
Niech y =4AOD, wówczas y = 180° — (a + 8). 
GAFD =4OFB = 90 —a, czyli ¿DAF = a 
XJAOB =a +7 = 180° — 8 

|OA| = 1, [OB] = cos(180° — 8) = — cos 6, 
|AB| = sin(180° — 8) = sin 8 

=> = sin a, czyli |BC| = —sinacos8 

ŻE = cos q, więc | AE| = cos a sin 8 

sin(a + 8) = sin(180” — (a + 8)) = siny = 
=|AD| =|AE| - |ED| =|AE| -|BC| = 

= cos a sin 6 — (— sin a cos 8) = 

= sin a cos 8 + cos a sin 8 


Uzasadnienie, że ¿EAB = a: 

Prosta EB jest równoległa do osi 

OX, stąd 4OBE = a (kąty na- 

przemianległe). Zatem: 
JEBA=90 -a 

czyli: 

4EAB = 180° 
=0 


90”—(90”—a) = 


5. Zauważmy, że 58! 
więc: 


[919 


= COS Q, 


= |OB| cos a = 

= cos P cos a 

Podobnie a = = sin a, więc: 
|EB| =|AB|sina = 

= sin sin a 

loa! = cos(a + 8), więc: 

|OD| =|OA| cos(a + 8) = 


= cos(a + 8) 
Zatem otrzymujemy: 
cos(a + 8) = |OD| = 
= |OC| — |DC| = 
= |OC| — |EB| = 


= cos a cos 6 — sin a sin 8 


6. Rozpatrzmy kąty a i 6 po- 
łożone tak jak na rysunku, 
gdzie: 

a) a, 8 € (0°; 90°) 
oraz œ + € (90°; 180°) 


A 


DO| © X 
"EJB O E! 
|[OB| = cos 8, |AB| = sin 8 


B . a 
“+ = sin a, czyli: 


|BC| = sin a cos 8 
SA = cos a, więc: 


|AE| = cos a sin 8 


sin(a + 8) = 

= sin(180*— (a+8)) = siny = 
|AD| = |ED| + |AE| = 

= 150 + |AB| = 


= sin a cos O + cos a sin 8 


(= 


7. sin(a — 8) = sin(a + 
= sin a cos(—8) + 
+ cos a sin(—8) = 
= sin a cos 8 — cos a sin B 
cos(a — 8) = cos(a + (-8)) = 
= cos a cos(— 8) + 
— sin a sin(—8) = 
= cos a cos 8 + sin a sin 8 


1.17. Zagadnienia uzupełniające 75 EEEE 


Y 


Zestawy powtórzeniowe 


E d E Zestaw | 
Odpowiedzi do zadań 
1.a) ĉn b) ĉr e) Er d) fr 1. Podaj miarę łukową kąta. 
a) 40° b) 108° c) 110° d) 144° 
2. a) 108° b) 157,5° 2. Podaj miarę kąta w stopniach. 
c) 100° d) 165° a) $7 b) zm c) ¿7 d) En 
3.a)0 b) ZAŚ c) —1 3. Oblicz. 
TOE 6 5 in 120°+cos300° > 
==> a) (sin 30° + cos 1207) - tg 930 q) Z EU sin(—3907) 
b) sin 225” - tg 495” — cos 330" e) (sin(—315*) + 3 cos 45°)? 
o o in 270 +-2 cos(—60* 5 
c) cos(—5707) - tg(—12307) f) = A) ) + cos(—240") 
4. a) EZ b) —4 4. Oblicz. 
c) 242 aaa a) sin(—¿m) — tg mr — cos ĉr d) (sin Er + cos Zr) - tg(—7) 
OR SE b) v2 cos m+ v3tg(-$ r) e) 3 (cos $T + sin Hr) 
c) sin A r-2 COS $ ) sin 5 m—cos i 
—tgjm tg 3T 
5. Wyznacz katy a € (360%; 360%) spełniające warunek: 
a) sina = sin 15°, c) cos a = cos 55°, e) tga = tg85°, 
b) sina = — sin 15°, d) cosa = — cos 55°, f) tga = — tg 85°. 
6. a) a = 225° b) a = 315° 6. Wyznacz kąt a € (0°; 360°} spełniający warunki: 
c) a= 135° d) a = 315° a) tga =1 i cosa < 0, d) cosa = 2 i sna < 0, 
e) a = 150° f) a = 240° b = ; s ao: 
) ctga = —1 i cosa >Q, e) sina =} i tga <0, 
c) sina = Y i cosa < 0, f) sina = -Ë i ctga > 0. 
Ua a) a= 2a : : 
a 5 7. Wyznacz rozwiązania równania należące do podanego przedziału. 
b) x = 53a lub z = 37 i 5 Y 
To a) sne =, (5:1) e) cosz = SF, (555) 
d) z = —ž7 lub z = —4 b) sings = — Ś, (r; 2m) f) cos z = — Ż, (5) 
e) =-7 lubx=3 c) sin? z = 4, (0;7) g) cos? x = 1, (27; 4r) 
Da d) [sine] =}, (=7;0) h) |cosz|= 4, (-$m;-3) 
g) 1 = 3T 
h) z = —śm lub z = -2r 8. Oblicz sumę pierwiastków równania należących do przedziału (0; 87). 
8. a), c), d) 287 b) 32m a) sing = 5 b) cosr=-3 c) sing = 0,9 d) sing = 0,3 


5. a) a € {—345°, —195°, 15°, 165°} 
b) æ € {—165°, —15°, 195°, 345°} 
c) œ € {—305°, —55°, 55°, 305°} 
d) a € {—235°, —125°, 125°, 235°} 
e) a € {—275°, —95°, 85°, 265°} 

f) a € {—265°, —85°, 95°, 275°} 
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10. 


11. 


12. 


13. 


14. 


oJ15. 
(0]16. 


17. 


18. 


15. 


16. 


Y 


Wyznacz rozwiazania równania nalezace do podanego zbioru. 
a) tgu=1, (2:27) c) |tgz| = £, (21,7) U (Er; 37) 
b)tg”z=3, (-5;3) d) |ctgz|="z, (~ 


Na rysunku obok przedstawiono wykres funkcji okre- 
sowej f:R — R o okresie 2. Naszkicuj wykres tej 
funkcji w przedziale (—4; 4). Ile rozwiązań równania 
f(x) = 1 należy do tego przedziału? 


NES 


Naszkicuj wykres funkcji f. Podaj jej zbiór wartości i miejsca zerowe. 


a) f(x) = sin(x — 5) +2 c) f(1)=tg(z- 3) -1 


b) f(x) = —1 — cos(x — 5) d) f(x) =1- tg(z + 7) 

Oblicz wartości pozostałych funkcji trygonometrycznych kąta a, jeśli: 
a) sina = E, 90° < a < 180", c) sina = —3, 180° < a < 2707, 
b) cosa ==5, 180° < a < 270, d) cosa = 3, 270° < a < 360". 


Oblicz wartości pozostałych funkcji trygonometrycznych kąta a, jeśli: 
a) tga = į, 180° < a < 2707, c) tga = —2, 270° < a < 360°, 


b) tga = —4, 90° < a < 180°, d) ctga = 3, 0° < a < 90°. 

Czy podana zależność jest tożsamością trygonometryczną? 

a) sin x cos? z + sin? z = sin x c) 2cos* ztga + 1 = (sinx + cos z)? 
b) tgzctgz — sin” z = cos? x d) (cosx — 1) tgz = sinz - “SS 


Wykaż, że funkcja f(x) = cost z — 2 cos? z — sin? z jest funkcją stałą. 


Udowodnij tożsamość trygonometryczną. 


a) 1 1 _ l+ctg? zr ) 1 _ sina 
sin? z cos? © cos? x - l-cosz 
: te? z—1 š 
b) sin? x — cos? z = r = e) sinzacosz+tgz = tg x(cos? c +1) 
ic 
1 Cos T sin z COS T 1+ctgz 
c) tgx +4 = = 
) pan COS T 1-sin z ) 1-cos? z 1-sin? z COS T 
Podaj liczbę rozwiązań równania należących do przedziału (0;27) w za- 
leżności od parametru m. 
a) cosr+l=m b) 2sinx—1=m c) |sinz| + =m 
Dla jakich wartości parametru m równanie f(x) = m ma rozwiązanie? 
a 2 
a) J(u)=1-3sinz b) f(x) = |tg3z| — e) f(e) = == 
| sin x—3]| 
f(x) = (cos? z — sin? z) (cos? x + sin? z) — 2cos? z = (cos? z — sin? z) — 2 cos? z = 
= (nar) = =il 
cos? T 
1+ctg? x = 1 ctg? z = 1 sinza — 1 1 kr 
a) cos? c cos? c | cos? c cos? c | cos? T cos2 c sin2 gz? T +3 „k Z 
sin? m 4 sin? ©—cos? © 
tg” SW E r O N A __ sin2x—costx _ ~ 2 2 T 
b) ta? c+1 sin? x +1 sinz osa sin? x+cos? x sn z COS T, T Ea 2 ar kr, k E Z 
cos £ cos z(1+sin z) __ cosz(1+sinz) _ 1+sinz _ 1 T 
c) 1-sinz (1-sin z)(1+-sin z) cos? «© cos z cos T rtg, z © Z ar km, kEZ 
1 kil cosx __ 1+cosz _ (1+cosz)(l-cosz) _ 1-cos? z 4 
d) sinz ctg z sina sin z sinz sin z(l-cos z) sin z(l-cos z) 
al sin? z — sing 
sin z(1-cos z) T-cosz: Y 7 km, kez 


sin zx 2 1 


10. 
11. 


12. 


13.a 


14. 
17. 


18. 


e) tgz(cos” z + 1) = tg z cos? z 4 
f) 


tgr = cos” x + tgx = sin g cos x 4 
cos z 


cose _ 1 7 1 (cos z+-sin z) 


cos? z sing | cosg 


— 1+ctgz 
cosg ? 


— coszx+sing __ 
sin z cos z 


sme A] 
sinZa | 


sin z 


0 8 VA 


cos z 


a) 40 b)z==-5,0=5 
ce) 2=Er,0=%£n 
d)xr=-zm, z=-5 

8 

a) f(D) = (1,3), 

brak miejsc zerowych 

b) f(D) = (-2;0), 
cg=$g+(2k+l)m keZ 

c) F(D) =R, 


2=3¿r+kmkeZ 


d) f(D)=R,x=kr,k€Z 
a) cosa = —5,tga=-H, 
ctga = -iz 
b) sina = —Ś, tga = 3, 
ctga = į 
c) cos a = 22 tga a, 
ctga = 242 
d) sua "ZE 

= — VE 
tga = —v15, ctga = — Y 

V10 
a) sina = — ty, 
o ŻE E 
b) sina = 242, 
COS a = E ciga= ż 
c) sina = za COS a = A 
ctga = —5 
d) sin a = YO cosa = 209, 
tga=3 
a), b), c), d) tak 
a) 0 dla m € (—00;0)U(2; 00), 
1 dla m = 0, 2 dla m € (0; 2) 
b) 0 dla 
m € (—00; —3) U (1; 00), 
1 dla m € {—3, 1}, 
2 dla m € (—3; —1) U (—1; 1), 
3 dla m = —1 
c) 0 dla 
1 3. 

m € (00; 3) U (5300), 
2 dla m = 3, 3 dla m = 3, 
4 dla m € (2: 3) 
a) m € (-2; 4) 
b) m € (-4;00) 
c) me (3;1) 


tgr, 1 AF +kT,kEeZz 
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Zestaw Il 


1. 


0 NO OI 


= 


—_ 2sinacosa __ 
= EE = 
cos? a-sin? a 

in 2 
Z ae = tg 2a 


cos 2a. 


a _ sin? a 
b) l-tg'a _ cosda — 
1+tg2 a 14 ana 


cos? a 


cos? a—sin? a AR 
o Da EJ, ES 
cos? a--sin* a 


I 


= 252% = cos2a 

c) tga + tg 8 = 

SI 

cosB 

sin a cos B+cosasinfB __ 
cos a cos B 

sin(a+8) 

cos a cos B 

d) ctga — ctg 6 = 

cosB __ 

sinB a 

— sinBcosa—cosBsina __ 
sin a sin 8 

sin(8—a) 


sinasin 8 


sina y 
COS a 


cosa 
sin a 


de —_24 
a) cos $ = — 5, Sing = — ż5, 
= — 2 
cosg = — z5: t81 = 7 
b) sin 5 S> 
: == E ma! 
sin z 9» COS y So 
tgz = 4y5 
46 
. a), b) S c) 0 
o ed 5 
24 7 24 
- a) 25 b) 5 c) E 
: — E — 2/8 
. a) sin 3x 25 > Cos JT = E 


b) sin 3x = — BB, 
/6 


Cos 35 = -5 
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Y/ 


E Zestaw II 


*6. 


*7, 


*8. 


10. 


10. 


Oblicz. 
a) sin 15° - cos 15° 
b) cos? 22,5* — sin? 22,5" 


c) sin? 75° — cos? 15° 


d) sin 23° - cos 67° + cos 23” - sin 67° 
e) cos66” - sin 21° — sin 66° - cos 21° 


f) sin82” - sin 52” + cos 82° - cos 52° 


Czy podana zależność jest tożsamością trygonometryczna? 


a) 1 + sina = (sin £ + cos 5)? 


2a 


sn 2 


b) cosa = cos” $ 


Udowodnij tożsamość trygonometryczną. 


c) sin” a + 8 cos? a = cost a +1 


d) sinatg(a + 5) + 2cosa = sin a 


o 2 _ sin(a+8) 

a) tgża = ctga—tg a c) tEattgt= cos a cos B 
_ l-tg?a _ — Sin(6-a) 

b) cos 20 = 1. d) ctga — ctg8 = sin RO 


a) Oblicz cos £, sin z, cos x oraz tg z, jeśli sin 3 = $ 
b) Oblicz sin 5, sin z, cos z oraz tg z, jeśli cos 5 = 3 


Oblicz. 


a) sin 15° + sin 105° b) cos 15° + cos 75° 


Oblicz sin 2g i cos 2x, jeśli z € (Z; T) i tg(z + z) = 


T. 3T 


Wiadomo, że sin z + cosx = $ i z € (3; 3%). Oblicz: 


27 4 


a) sin2x, b) cosg — sin z, 


Oblicz sin 3x i cos 3x, jeśli: 


a) sing = É, z € (0; 7), b) cosz = ¥#£, 
Naszkicuj wykres funkcji f. 

a) f(x) = —2|sing| c) f(x) = —4|cosz| +4 

b) f(z) =|tgz|+3 qd) f(z) = -|tgz| -2 


ix E (r;3r). 
i z € (3T; 4r). 


c) ctg 15° + tg 105° 


—2 cos 1. 


e) f(x) = 4] sin 2z| 
H) fa) = |tg3|- 4 


Naszkicuj wykres funkcji f. Podaj liczbę rozwiązań równania f(x) = m 
należących do przedziału (0; 2r) w zależności od parametru m. 


a) f(z)=sm2z=1 d) f(z)= łcosx+ +4 g) f(z)=ztgz-1 
b) f(x)=sin2x+1 e) f(x1)=—2cos(2x +7) h) f(1) =tgx +2 
c) f(u)=ś|sin2x| f) f(x) =1+|sin(2z — 7)| i) f(x) = — |tgz|-1 
a) 0 dla m € (—0o; —2) U (0; 00), e) 0 dla m € (—00; —2) U (2; 00), 


2 dla m € {—2, 0}, 


4 dla m € (—2; —1) U (—1; 0), 


5 dla m = —1 


b) 0 dla m € (—00;0) U (2; 00), 


2 dla m € (0, 2), 


4 dla m € (0;1) U (1; 2), 


5 dla m = 1 


c) 0 dla m € (—00;0) U (3; 00), 
4 dla m = 3, 5 dla m = 0, 


8 dla m € (0; 3) 


d) 0 dla m € x —1) U (2; 00), 
1 dla m = —1, 2 dla m € (—1;2) 


2 dla m € [-2, 2), 

4 dla m € (—2;0) U (0; 2), 
5dlam=0 

f) 0 dla m € (—o0; 1) U (2; 00), 

4 dla m € (1,2), 

S diamo € (1; 1- S) U (i 22), 
9da m=1+ 

g) 2 dla m € R \ {—1}, 3 dla m = —1 
h) 2 dla m € R \ {2}, 3 dla m = 2 
i) 0 dla m € (-1;00), 

2 dla m € (—oo; —1) 


11. 


12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


17. 


18. 


19. 


20. 


Y 


Ile punktów wspólnych mają wykresy funkcji f i g w przedziale (0; 271)? 
a) f(z)=sinz, g(1) =2—sinx c) f(x)=sinx+cosz, g(x) =V2 
b) f(x) =cosx, g(1)=1—sinx d) f(x) =sinx— V3cosz, g(x) =1 


Uprość wzór funkcji f i naszkicuj jej wykres. 

a) f(x) = coszsin(5 — z) + sin(—x) cos(5 — z) 

b) f(x) = cos(—z)sin(7 + z) + sin(m — z) cos(7 + 2) 

c) f(x) = cos( — x) cos(r — x) — sin(r + 2)sin(* + z) 
Rozwiąż równanie. 
a) 2cos(—31) = 1 
b) 2sin(2x—m) =1 


c) 2sin(2r + 7) =-V3 œ) 
d) 2cos?(3x + mr)=lL f) tg? (2x +7) =3 
Rozwiąż równanie. 

d) 5cos? z + 7sin? z = 6 

e) cos? z +5sinz = 5 

f) 2cosł 1 = V3sinx — 1 


a) 2cos* x + 5cosz = 3 

b) sin? z — sina = 2 

c) sin? g — 3 cosg = 3 

Rozwiąż równanie. 

a) sinf z + cost x = cos 4x 
4 4 z\_ 1 

b) cost z + cost (z — 1) = 


c) tg? x +cos2łr=l 


d) sin x cos 20—sin z = į sin 4e—sin 2% 
e) cos gcos 24 = sin z sin 2x + > cos 3x 
f) sinxcos2x = sin 2x — ¿sino 
Wyznacz rozwiązania równania należące do przedziału (0; 27). 

a) 2cos? x — cos? z =2cosz—1 *b) cosg + |cosz| = sin 2x 


Naszkicuj wykres funkcji f i podaj jej wartości najmniejszą i największą. 
a) f(x) = V2sinz + v2 cosg 
b) f(x) = V3cosz — sin z 


*c) f(x) = cos” z + |sinz| :sinz 


*d) f(x) =|tgx|- ctgz + sin2x 


Wyznacz zbiór wartości funkcji f(x) = 2cos* z — ż cos 2%, której dziedziną 
jest przedział (0; 27). Podaj rozwiązanie nierówności f(x) > 4. 


Podaj rozwiązania nierówności należące do przedziału (0; 27). 
b) 2sin(r+3)>1 c) 2cos(f—x) < —v3 


a) sin(z— E) <3 


Wyznacz zbiór tych z € (—1; 27), które spełniają podane warunki. 
sań b = ie 


>0 
sin z > 0 2cosr-1<0 | cos | < 1 


14. 


15. 


16. 


17. 
18. 


19. 


20. 


e) f(x)=0 
a) £ = —7 + 2km, 
D= p mbe 


c) r=; km, s= 5 +kn, 
kez 
dx=5+%%,keZ 

e) .= + im BEŻ 


r=-5+,keZ 


a) z 3 +2kT, z = 542kr, 
keZ 

b cz keZ 
c)x=(2k+1l)m k€EZ 
d1=%+%,keZ 
e)1=5+ 2kn,kEŁ 

Dz T+2kr,2= zn+2kn, 
kez 

ajr=Y,keZ 
b)zr=+%,keEZ 
c)1=* ab Z 
d) x = — 5 + 2ka, 

r= 3 t2kr,x=kr,k€zZ 
e)r=4+7,kEZ 

f) x = -3 + 2km, 

u=g3+2km x=kr,k€Z 
a) 0, 5, m, ŠT, 27 

b) o ae ZT 

a), b), d) —2, 2 c) —1, 1 
f(D) = (753), z € (0;5)U 
U (37; 37) U (57: 27) 

a) z € (0; 3) U (m; 2m) 

b) z e (0;5)U (Er; 27) 

c) z € (Inr; žr) 

a) (0; 5) U (53m) 

b) (—r;-51) U (3; 37) 

c) (—m;0)U (0; m) U (m; 2r) 
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HA 80 1. Funkcje trygonometryczne 


W Sposób na zadanie 


Przykład 
Rozwiąż równanie sin z + cos z = V2. 


Aby rozwiązać to zadanie, możemy postąpić na różne sposoby. 


I sposób (Metoda analizy starożytnych) 


Metoda analizy starożytnych rozwiązywania równań polega na kolejnym 
przekształcaniu równania wyjściowego w ten sposób, aby każde następne 
równanie wynikało z poprzedniego (nie musi być mu równoważne). Zbiór 
rozwiązań ostatniego równania zawiera wszystkie rozwiązania równania 
wyjściowego. Na koniec należy sprawdzić, które liczby z tego zbioru speł- 
niają równanie wyjściowe. 


Obie strony równania sin £ + cosx = v2 podnosimy do kwadratu. 
sin? x + 2 sin z cos z + cos? x = 2 Zauważ, że nie sprawdziliśmy, czy obie 
1+sin2z=2 strony równania mają ten sam znak. 
sin 2x = 1 

Zatem 21 = 5 + 2krr, gdzie k € Z, czyli x = 4 + km, gdzie k € Z. 

Teraz sprawdzimy, które z otrzymanych liczb spełniają równanie wyjściowe. 

Dla k = 2n, gdzie n € Z: 

sin z + cos z = sin(7 + nr) + cos(7 + 2nn) = 
= sin 7 + cos 7 = 22-42 

Dla k = 2n + 1, gdzie n € Z: 

sin z + cos z = sin(7 + (2n + 1)r) + cos(2 + (2n + 1)r) = 
=sin(27 + 2nr) + cos(27 + 2n7) = sin m + cos Žr = 
=-% 83-42 Sprzeczność 


Zatem jedynymi rozwiązaniami równania są liczby z = 7 + 2nr, gdzie n € Z. 


II sposób 
Zauważ że: 


= Y sin z 4 Y cos a = e 


sin(x + 7) = sin z cos 7 + cos w sin 7 (sin z + cos z) 


Zatem: 
sin z + COST = V2sin(z + z) 


sin z + cos z = V2 e v2sin(z + 7) = v2esin(xz + 7) =1 
T+q= 5 +2nr, gdzie n € Z 


Odpowiedź: x = 7 + 2nm, gdzie n € Z 


Zadania testowe W 


Rozwiąż zadania i zapisz odpowiedzi w zeszycie. W każdym zadaniu tylko 


jedna odpowiedź jest poprawna. 


1. Jeśli sina = 3, to kąt a może mieć miarę: 


A. —3907, B. 780°, C. 1650°, D. 1950°. 
2. Jeśli sina = —żŻ i æ € (m; žr), to: 
a TE = ERU = 
A.a=$, B. a= žr, C. a = in, D. a = $T. 


x2 


3. Jeśli cosz = —$ i tgx > 0, to wyrażenie cos” z + sin x jest równe: 


A. =£, B. —1, C. i, D. TŻ, 


4. Jeśli tg? a = 3, to sin” 2a jest równy: 


3 1 1 1 
À. 4? B. 2? C. 4? D. 8 
5. Jeśli cosx = —4 i z € (m; 37), to cos £ jest równy: 
1 1 2+y2 2+ 
A. 1, Bau OREA p. 42 


6. Wyrażenie sin 7*30' - cos52*30' — sin 52°30’ : cos 730' jest równe: 
A. —! B. = 2 D. £ 


2? > = 29 RE: a 


7. Niech a = cos 75° + cos 165°. Liczba a należy do przedziału: 


A. (-1,5;-0,7), B. (—0,7; —0,5), C. (—0,5;0), D. (0;0,5). 


8. Niech n będzie liczbą punktów wspólnych wykresów funkcji f(x) = cosz 
i g(x) = tgz, gdzie x € (0;99m) i x 4 Z + km dla k € Z. Wówczas n jest 


równe: 

A. 98, B. 99, C. 100, D. 198. 
9. Tożsamością trygonometryczną jest wyrażenie: 

A. tg? a = a, Cc. tg? 0 = 2, 

pros Eno D. g’ a= sen 


10. Dokładnie cztery rozwiązania w przedziale (—2m; 27) ma równanie: 


A. 2c0s? z = 1, B. cos? z = 1, C. 2sin?x=1, Dima 


11. Najmniejszą liczbą naturalną spełniającą nierówność tg 5 > v3 jest: 


A. 1, B. 2, GER D. 4. 


7. a = cos 75° + cos 165° = 2 cos 120” - cos 45” = 2cos(90” + 30°) - e = —y2sin 30° = 


=L m —0,7071 


1l-cosża __ 1-(1-2sin? a) _ 2sinża _ 2 


1 mae O = 22a 50600 
10. A. cos2x = 0 dla z 4 Ir, 37, 3, im im $n, 5,111) 
B. cosx = —1 lub cosz = 1 dla z € [—27,—1,0, 7,27) 
C. cos2x = 0 
D. sinz = —1 lub sing = 1 dla x € {— 3m, —4n, ir, 7} 


4. tga =3 
SR AE. 1 zi 
A m2 
sin” a = 1 — cos” a= å 
sin? 2a = 4sin” a cos” a = 3 
5. z € (m;3n), czyli 


T ŚW GAR 
SAGA: 
zatem cos 5 < 0 
cos z = 2 cos? Z — 


Za ECOS 
SS= od SA 


gal 
COS 5 = 3 


NAN 


Zauważmy, że w każdym 
z przedziałów: 
(0-27), 2r;4dm),..- 

..., (96m; 98m) 
mamy po 2 punkty wspólne. 
W przedziale (98m; 99m) 
mamy również 2 punkty 
wspólne. 
Zatem n = 49 : 2 + 2 = 100. 


Zadania testowe 81 Emme 


Odpowiedzi do zadań 

1. cosa = -i, tga ==, 
tg a-++cos a = dE = 0,1319 
Należy zakodować: 131. 


oz 0,6999 
28 


szy 


Należy zakodować: 069. 


Należy zakodować: 554. 


4. x = $ +k lub z = $ +k, 
keZ 
a = 2 = 0,0833 
Należy zakodować: 083. 


6. cos z(sin x — cos x) = 0 


T 3 3 T 
Le { zy US — zly ra 
r nm S 3 
aan 4, 


7. 2cos? x + v3 cosg — 3 = 0 
COS T = = dla z = + 2kr 


lub z = —g + 2kr 
w jt lks u lew qi 231 — 87 


T 
6 


10. A = 16sin? z — 8 cos 2a = 
8(4sin? a — 1) > 0 dla 
a (Z + kn; gm ł kn), k Z 
ni +02 = (01 +02) — 20152 = 
= 16sin? a — 4cos 2a = 
= 24sin* a — 4 > 8 dla 
a (5 ł kn; 3m kr), k Z 
Zatem: 


a € (Z+km;jm+kn),kEZ 


mmm 82 1. Funkcje trygonometryczne 


W Przed maturą z matematyki na poziomie rozszerzonym 


W zadaniach 1-4 odpowiedź ma postać trzycyfrowego kodu. 


Zadanie 1 (2 pkt) 

Punkt P(-3,-v7) należy do ramienia końcowego kata a. Oblicz wartość 
wyrażenia tg a+-cos a. Zakoduj pierwsze trzy cyfry po przecinku otrzymanego 
wyniku. 


Zadanie 2 (2 pkt) 

Zakoduj cyfrę jedności i pierwsze dwie cyfry po przecinku rozwinięcia dzie- 
siętnego liczby: tg 585-—sin 675° 
sin 495*+2 cos 750° 


Zadanie 3 (2 pkt) 
Dany jest kąt x € (Z; T) taki, że tgx = —ż. Wyznacz cosinus kąta x. Zakoduj 
pierwsze trzy cyfry po przecinku otrzymanej liczby. 


Zadanie 4 (2 pkt) 
Liczba a jest najmniejszym dodatnim pierwiastkiem równania: 
2sin27rx-1=0 


Zakoduj pierwsze trzy cyfry po przecinku rozwiniecia dziesietnego liczby a. 


Zadanie 5 (4 pkt) 
Naszkicuj wykres funkcji f(x) = 2| sin x| : cosx dla z € (0;2m). Określ liczbę 
rozwiązań równania f(x) = m w zależności od parametru m. 


Zadanie 6 (4 pkt) 
Wyznacz liczby x € (—2m; 2m) spełniające równanie sin 2x — cos 2g = 1. 


Zadanie 7 (4 pkt) 
Oblicz sumę pierwiastków równania 2sin?x + 1 = y3cosx należących do 
przedziału (0; 47). 


Zadanie 8 (4 pkt) 
Rozwiąż równanie 2sin x cos 2x + sin 5x = 2sin 2g cos 3x. 


Zadanie 9 (5 pkt) 

Dla jakich wartości parametru a € (0; m) równanie: 
(2cos a — 1)2? — 4x + 4cosa=0 

ma dwa różne pierwiastki? 


Zadanie 10 (6 pkt) 
Dla jakich wartości parametru a suma kwadratów dwóch różnych pierwiast- 
ków równania z? + 4z sin a + 2cos2a = 0 jest większa od 8? 


sin2x dla z € (0; r) 8. 2sin z cos 2x + sin 5a = 2sin 2x cos 3x 
5. f(z) = —sin2x dla x € (m; 27) (sin 3x — sin x) + sin 5x = sin 5x — sin z 
sin 3x = 0 
GR == EZ, keZ 


9. 2cosa — 1 # 0, więc a € (0; Ẹ) U (3; 7) 
A = 16 — 4(2cosa — 1) :4cosa = 
= 16(1 — 2cos” a + cosa) = 
= 16(1 — cosa)(1 + 2cosa) 


0 dla m € (—oo; —1) U (1; 00), 


2 dla m € {—1, 1}, A > O dla a € (0; ĉr) 
4 dla m € (-1;0) U (0;1), Zatem a € (0;%)U (3; 37). 
5 dla m=0 


